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_ ,Pravidelnost” regularnich jazyku

Koneény automat kéduje pouze kone€¢nou informaci.
Presto mlizeme rozpoznavat nekonec¢né jazyky!
Mdzeme prijimat libovolné (ale kone¢né) dlouha slova!

Pozorovani:
L={w|weE{0,1}* A |w]|,=3k+1}
010011010 € L potom také:
01001101017010 € L fetézec 01101 jsme zdvojili
01007107011010710710 €L  etézec 01101 jsme ztrojili
0100 L

retézec 01101 jsme vypustili

Lze takovouto operaci provést s kazdym slovem
libovolného regularniho jazyka?
ANO (pokud je slovo dostatec¢né dlouhé)
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__Itera€ni_(pumping) lemma

Necht' L je regularni jazyk. Potom existuje pfirozené Cislo n takové, ze
libovolné slovo z €L, |z| = n Ize psat ve tvaru uvw, kde:
luv|<n, 1 =<|v]aprovsechnai=0 uviw EL.

Dlkaz:
za n vezméme pocet stavi prislusného automatu

pri zpracovani slova délky = n se automat nutné musi dostat do
jednoho stavu dvakrat (krabickovy princip)

vezméme takovy stav p, ktery se opakuje jako prvni
potom d(qp,u) =p poprvé jsme se dostali do p

d(qq,uv) =p podruhé jsme se dostali do p
ziejmé |uv| = n(pouze p se opakuje tj. maximalné n+1 stavi)

Ivlz1 (smycka obsahuje alespon jedno pismeno)
smy¢ku mezi prvnim a druhym priichodem p (odpovida ji slovo v)

nyni miizeme vypustit nebo projit vicekrat
tj.Vi=0 uviwe L % P qEF
u i : w
v
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Pouziti iteracniho lemmatu

Dukaz neregularnosti jazyka

L= {017 | i = 0} neni regularni jazyk

sporem:
necht’ L je regularni, potom lze pumpovat (3In tz. ...)
vezméme slovo 0"1" (to je urcité delSi nez n)
pumpovat mizeme pouze v ¢asti 0"
potom, ale 0" & L (i > 0 je délka pumpované ¢asti), coz je

spor

POZOR! Itera¢ni lemma predstavuje nutnou podminku
regularnosti jazyka, nedava podminku postacujici.
Existuje jazyk, ktery neni regularni a lze pumpovat.

L={u | u=a*bic' v u=bici}
vzdy Ize pumpovat prvni pismeno
L neni regularni (Nerodova véta)
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_Jazyk a pfijimajici automaty

Je automat pro dany jazyk uréen jednoznaéné?
NENI!
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L={w|weE {1} A |w| = 3k}
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__Ekvivalence automati a homomorfismus
Jak zjistit, zda dva automaty pfijimaji stejny jazyk?

Rikame, ze koneéné automaty A a B jsou ekvivalentni,
jestlize rozpoznavaji stejny jazyk, tj. L(A) = L(B).

Necht A, a A, jsou koneéné automaty. Rekneme, ze
zobrazeni h: Q;—Q, je (automatovym) homomorfismem,
jestlize:

1) h(q,) = q, »stejné“ poéateéni stavy
2) h(8,(q,x)) = 8,(h(q),x) ,stejné“ pfechodové funkce
3)geF, <« h(q)EF, »,stejné“ koncové stavy

Homomorfismus prosty a na nazyvame isomorfismus.
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__Véta o ekvivalenci automatu

Existuje-li homomorfismus kone¢nych automatt
A, do A,, pak A, a A, jsou ekvivalentni.

Dikaz:

konecnou iteraci
h(8,*(q,w)) = 8,*(h(q),w) w E X*

Ai)A;

weE LA < 8,"(q.,w) EF, PN
< h(3,*(q,,w)) EF, dir | 92r
< §"(h(qq)W)EF, w
< 8,"(q,,w) EF, A
< WELA) d4 q;
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L={w|w=1* |w|= 3k}
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L ={w | w €& {0,1}* A |w|,= 3k}

__Dosazitelné stavy

A = (Q,X,d,q,,F) je koneény automat a q€Q.
Rekneme, Ze stav q je dosaZitelny, jestlize IweEX* 5*(q,,W)=q

Véta: Necht’' P jsou dosazitelné stavy automatu A. Potom
B = (P,X,d ‘,q,,F ‘) je koneény automat ekvivalentni s A
(F'=FNP,3 =81p.x)-
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__Hledani dosazitelnych stavu

Iteracni algoritmus (dosaZitelnost po i krocich):
M, = {q}

repeat
M., =M;U{q|q€EQ,TIpeEM,IxEX(p,x)=q}

until M;,, = M,

Korektnost
M, C M, C... CQ (algoritmus je koneény)
kazdé M, obsahuje pouze dosazitelné stavy

Uplnost
necht’ q je libovolny dosazitelny stav, tj. 3 w € X* §*(qq,w) = q
vezméme nejkratsi takové w = x,..x, tz. 8*(qy,x,..X,) = q
ziejmeé &*(qy,X4..X;) € M, (dokonce M; - M, ,)
tedy 6*(qy,%4..x,) EM,
qgeEM,
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Vypocty startujici
z ekvivalentnich stavu
nelze rozlisit!

Necht’ A = (Q,X,0,q,,F) je kone€ény automat.

Stavy p,q jsou ekvivalentni, zna€ime p~q, jestlize:
YweX* 8*(p,w) € F < 8*(q,w) EF
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Ekvivalence po krocich

Ekvivalence po i krocich
p~q vYweX* tz. |w| <i &8 (p,w) EF < d*(q,w) EF

pP~q < Vip~gq

Iterativni konstrukce ~i
p~’q pEF<qEF
P ~it1 q P ~i q A VxeX 8(p,X) ~i 8(q,X)

Je to v poradku?
p~°q *(p,A)=pEF < d(gAN)=q€EF
p~*q .. p ~' q tj. plati pro slova w tz. |w| <i
slova délky i+1, w = xu, |u| =i
8(p,x) ~1 8(q,x) tj. 8*(d(p,x),u) EF < 8*(8(q,x),u) EF
dohromady &6*(p,xu) € F < 8*(q,xu) €F
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_ Vlastnosti ekvivalence po krocich

1) Vi=0 je ~' ekvivalence na Q, oznaéme ®,= Q/~
2) R;+ Zjemnuje ®;

3) Ris = R; = V>0 Ry = R;

4) necht’ |Q|=n, potom Jk=n-1 R, = R,

5) Rys1 = R => (P~q < p ~* q)

Dukaz:
1) a 2) pfimo z definice
3) p~*1q <« p~qn VxEX(p,x) ~' 3(q,x)
p~*2q <« p~"*qa VxEXd(p,x)~"!5(q,x)
4) pfimo z max. poctu tfid rozkladu (n)
5\p~q < Viz0p-~iq
< Vo=siskp~qaAVickp~iq
< p-~“q

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

__Hledani ekvivalence stavi

Iteracni algoritmus (ekvivalence po i krocich):

sestroj ®,
repeat
sestroj ;.1 Z R;
Priklad: a
0 1 Ryl O 1 R,| 0O 1 R,
«—> 3 b c A A [ A A Cc A
«~—b b c A A [ A A [ A
c c d C C C C C D C
d d e C [ A D D A D
e e f A A C A A C A
f f g C C C C C D C
g g b C C A D D A D
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__Automatova kongruence

Necht = je relace ekvivalence na Q. Rikame, ze = je
automatovou kongruenci, jestlize:
Vp,qEQp=q=(pEF < qEF) A VxEX(8(p,x) = 5(q,x))

Q // \\
(1 D ]
\ 9 Fl

—*””'

Tvrzeni: Ekvivalence stavl ~ je automatovou kongruenci.
Dukaz: necht p~q, potom: p € F < q € F (polozme w = A, 8*(p,\) = p)
necht’ p~q, potom: Yx&EX YueX* (6*(p,xu)EF <> §*(q,xu) € F)
< VXEX YueX* (8*(8(p,x),u) € F < §(5(q,x),u) € F)
< VXEX 8(p,x) ~ 8(q,X)
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__Podilovy automat

A =(Q,X,d,9,,F) je kone€ny automat a = je automatova kongruence.

Potom A/= = (Q/=, X, 8, [q,l., {[al. | a€EF}) , kde 6_([q],x) = [5(q,x)].
je konec¢ny automat (nazvéme ho podilovym automatem)
ekvivalentni s A.

1) Je A/= skutecné kone¢ny automat?
Mnoziny Q/= a X jsou neprazdné a konecné.
d_ je definovana korektné (vlastnosti automatové kongruence)

2) Jsou oba automaty ekvivalentni?
Staci najit homomorfismus A do A/= (véta o ekvivalenci automatu)!
Definujme h: Q — Q/= takto h(q) = [ql.
h(q) = [9o].
h(8(q,x)) = [8(d,x)]. = d([q].,x) = d.(h(q),x)
qEF <« h(q) =[q]. €F. (F.jsou koncové stavy automatu A/=)
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_ Podilovy automat a ekvivalence stavu

A je kone¢ny automat a ~ je ekvivalence stavu.

Potom A/~ je kone¢ny automat ekvivalentni s A
a zadné stavy A/~ nejsou ekvivalentni.

1) Ekvivalence stavu ~ je automatova kongruence, a tedy
vime, Zze A/~ je kone€ny automat ekvivalentni s A.

2) V A/~ nejsou ekvivalentni stavy.
Sporem: necht’ [p]. a [q]. jsou rizné ekvivalentni stavy (tj. - p~q)
vezméme libovolné weX*:

S_([pl.,w)EF_. < &_([q].,w)EF. ([pl- a [q]. jsou ekvivalentni)
d_(h(p),w)EF_ <> d_(h(q),w)EF_  (h(p)= [p].)
h(3(p,w))EF.. < h(d(q,w))EF. (h je homomorfismus)
8(p,w)EF < 8(q,w)EF
p~q spor

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

__Redukce automatu

Koneény automat je redukovany, jestlize:
- nema nedosazitelné stavy,
- zadné dva stavy nejsou ekvivalentni.

Koneény automat B je reduktem automatu A, jestlize:
- B je redukovany,
- A a B jsou ekvivalentni.

Véta: Ke kazdému koneénému automatu existuje néjaky
jeho redukt.

Konstruktivni dikaz (dvé mozné metody):

1) vyfazeni nedosazitelnych stavii

faktorizace podle ekvivalence stavli (nezptisobi nedosazitelnost)
nebo

2) faktorizace podle ekvivalence stavu
vyfrazeni nedosazitelnych stavil (nezptisobi zménu ekvivalence)
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Co déla tento automat (jaky jazyk pfrijima)?

a b Ra a b R a b Ra
— 1 2 3 | | 1] | | ] |
2 2 4 | | | 1l Il Il 1l
3 3 5 1 11l 11l 1] 1] 1] 11l
4 2 7 | | | Il Il | 1l
+«—35 6 3 1l 11l 11l 1] i 1] 11l
6 6 6 1l 1l 11l 1] 1] 1] 11l
7 7 4 | | | Il Il Il 1l
T R o

Redukovany automat

a

b

e |

«—

Nedosazitelné

L = {w | w=bu, u€fa;b}*}
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Redukce automatu v kostce

1. Vyradit nedosazitelné stavy

2. Najit ekvivalentni stavy

\1
C—— :

3. Sestrojit podilovy automat 0< / 1 0:70
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