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_ Uvod do formalnich gramatik

Gramatiky, vSichni je zname, ale co to je?
Popis jazyka pomoci pravidel, podle kterych se vytvareji
vSechny fetézce daného jazyka.

Plvodné pro popis prirozenych jazyki
<véta> — <podmétna ¢ast> <prisudkova éast>

Zadani syntaxe vyssich programovacich jazyku
od dob Algolu 60
Backus-Naurova normalni forma (BNF)
<Cislo> :== <Cislo bez zn.> | +<¢islo bez zn.> |-<¢islo bez zn.>
<Cislo bez zn.> :== <¢islice> | <€islice><¢islo bez znam>.
<gislice>:==0]1]2]|3|4|5|6|7]8]|9
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1) Gramatika spravnych uzavorkovani
V= VW|[(V)[()

Vyraz (()())(()) je generovan posloupnosti prepisu:
V= VV = (V)V = (VW)V = (OV)V = (00)V = (OO)(V) = (00)0)

2) Gramatika generujici vSechny vyrazy s operacemi + a *,
zavorkami a jedinou konstantou c.
V-T+V|T
T—FT|F
F—-(V)|c
Vyraz c+c*c+c je generovan posloupnosti prepisi:

V—T+V— F+V — c+V — c+T+V = c+F*T+V — c+c*T+V — c+c*F
+V — c+c*c+V — c+c*c+T — c+c*c+F — c+c*c+c
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_ Prepisovaci systémy - zakladni pojmy
Prepisovacim (produkénim) systémem nazyvame dvojici
R = (V,P),
kde
V - kone¢na abeceda
P - koneéna mnozina prepisovacich pravidel

prepisovaci pravidlo (produkce) je usporadana dvojice (u,v),
kde u,v€V* (zpravidla piSeme u — v)

Rikame, ze w se pfimo prepiSe na z (piseme w=>z), jestlize:
du,v,x,yeV* tz. w=xuy, z=xvy a (u—v)eP.

Rikame, ze w se prepise na z (piSeme w="*z), jestlize:
du,,...,u,€V* W=u,= u,=...= u, =z

Posloupnost u,,...,u, nazyvame odvozenim (derivaci).

Pokud Vi=j uzu;, potom hovofime o minimalnim-odvozeni.
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_ Prepisovaci systémy

Priklad:
VvV ={0,1}
P ={01—10, 10—01}
00110 =* 00011 dostaneme z 00110 = 00101 = 00011
00110 =* 01100 dostaneme z 00110 = 01010 = 01100

libovolné slovo prepisSe na libovolné jiné slovo
(se stejnym pocétem vyskytu 0 a 1)

Produkéni systémy slouzi jako programovaci nastroj v Ul
program = systém produkci
data = slova v abecedé
— OPS5, TOPS, CLIPS, JBoss Rules, Jess
— Constraint Handling Rules (CHR)
— Definite Clause Grammars (DCG)
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__Formalni_(generativni) gramatiky

Generativni gramatikou nazyvame ¢étverici G=(V,V:,S,P):
V\ - kone€éna mnozina neterminalnich symbolt
V; - kone€na mnozina terminalnich symbolu
obé abecedy jsou neprazdné a disjunktni!
SEV, - pocatecni neterminalni symbol
P - systém produkci u—v, kde u,ve(Vy U V;)*
a u obsahuje alespori jeden neterminalni symbol.

Jazyk L(G) generovany gramatikou G definujeme takto:
L(G) = {w | wEV;* A S=*w}.

Gramatiky G, a G, jsou ekvivalentni, jestlize L(G,)=L(G,).

Priklad:
G = ({S}.{0,1},5,{§—081,S = 01}), L(G)={0'1'|i=1}
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Chomského hierarchie

Klasifikace gramatik podle tvaru prepisovacich pravidel.

gramatiky typu 0 (rekurzivné spocetné jazyky 1,)
pravidla v obecné formé

gramatiky typu 1 (kontextové jazyky L,)
pouze pravidla ve tvaru aXp — aw§,
XEV\, o,pE(Vy U V;)*, we(Vy U Vo)*
jedinou vyjimkou je pravidlo S — A, potom se ale S
nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla
gramatiky typu 2 (bezkontextové jazyky £,)
pouze pravidla ve tvaru X—w, X&V,, we(Vy U V;)*

gramatiky typu 3 (regularni/pravé linearni jazyky, £;)
pouze pravidla ve tvaru X—wY, X—=w, X)YEV,, weV;*
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__Usporadanost Chomského hierarchie

Chomského hierarchie definuje usporadani trid jazyku:
Lo C £, C £,C £

Dokonce vlastni podmnoziny (pozdéji):
LyD LD LD L

£, € £; (rekurzivné spoéetné jazyky zahrnuji kontextové jazyky)
obecna pravidla C pravidla tvaru aXp — awf
£, C £; (bezkontextové jazyky zahrnuji regularni jazyky)
»X—=wW, We(Vy U Vo)* “ C  X—>wY, X—=w, YEV,, weV;*"“
£, € £, (kontextové jazyky zahrnuji bezkontextové jazyky)
aXp — awp, |w|>0 vs. X—w, |w|=0
problém s pravidly tvaru X—A

Muazeme z bezkontextovych gramatik vyradit pravidla X-—=A?
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__Nevypoustéjici bezkontextové gramatiky

Bezkontextova gramatika G je nevypoustéjici praveé tehdy,
kdyz nema pravidla ve tvaru X—A.

Véta: Ke kazdé bezkontextové gramatice G existuje
nevypoustéjici bezkontextova gramatika G, takova, ze
L(G,) = L(G) - {A} (jazyky se liSi maximalné o prazdné
slovo).

Je-li A € L(G), potom existuje BKG G, tak, ze L(G,) = L(G)
a jediné pravidlo s A na pravé strané je S‘—A a

S (pocatecni neterminal) se nevyskytuje na pravé strané
zadného pravidla G, (tedy £, C z,).

Priklad: "V
G: S—0S1|A .
G,: S— 051 01
G, S‘*—>S|A, S—0S1]01
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__Pfevod na nevypoustéjici BKG

... aneb, jak se zbavit pravidel ve tvaru X—\?

Zakladni mysSlenka:
- pravidlo X—A se pouziva pro vyhozeni X ze slova
- co kdyz X do slova viibec nezaradime?
very Y=UXV, X—A, ... = ey Y=UXv, Y—uy, ...

1) Nejprve zjistime neterminaly, které se prepisuji na A:
U = {X| XEVy A X=>"A}

Pro¢ tak silné (nestacilo by X—A misto X=*\)?
Reseni derivaci X =X>Y Y =Y=Z Z =71 ),

Itera€ni algoritmus pro ziskani U:
U, ={X| XEVy A (X—=\)EP} pfimy prepis
U, = {X | XEV\ A (X—=w)EP, weU;*} prepis po i+1 krocich
U,C U, C... CV, + stabilizace (Ik U,= U,,,=...) + U=U,
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d na nevypoustéjici BKG - pokracovani

2) Uprava pravidel
do P, dame pravidla tvaru X—u takova, ze:
° U=k
« v P je pravidlo X—v,Y,V,...V, Y Vet YiEU, VE((Vy-U)UV,)*
a uvznika z (v,Y,V,...v,,Y ,Vinsq) VYPUSténim nékterych (vSech,
zadného) symboll Y.

3) Jesté L(G,) = L(G) - {\}
ziejmé: G, je nevypoustéjici BKG, L(G,) C L(G), A¢L(G,)
necht welL(G) a w=A, tj. S=*w,

pokud se pouzilo pravidlo z P-P,, pak ma tvar X—\

v derivaci pred nim muselo byt uzito pravidlo Y—uXv
udélame novou derivaci s Y—uv a bez X—\

4) Zbyva situace A € L(G)
G, = (VyU{S},V;,S,P,U{S'—A, S§‘—S})
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Priklad - nevypoustéjici BKG

1) Nejprve zjistime neterminaly, které se prepisuji na A:

U={A,S}
2) Upravime pravidla:
S—aSc|A
S - ac (vzniklo z S — aSc vypusténim S)
A — bAc (pravidlo A — A nepievadime)
A — bc (vzniklo z A — bAc vypusténim A)

Pavodni gramatika generuje jazyk {a'bick | i+j=k}.
Prevedena gramatika generuje jazyk {a'bick | i+j=k, k>0}.
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__Chomského hierarchie

gramatiky typu 0 (rekurzivné spocetné jazyky 1,)
pravidla v obecné formé

gramatiky typu 1 (kontextové jazyky ~,)
pouze pravidla ve tvaru aXp — aw§,
XEVy, 0,BE(Vy U Vo)*, weE(Vy U Vo)*
jedinou vyjimkou je pravidlo S — A, potom se ale S
nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla

gramatiky typu 2 (bezkontextové jazyky £,)
pouze pravidla ve tvaru X—w, X&V,, we(Vy U V;)*

== gramatiky typu 3 (regularni/pravé linearni jazyky £;)
pouze pravidla ve tvaru X—wY, X—w, XYEV,, weV;*
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__Gramatiky typu 3 a regularni jazyky

pouze pravidla ve tvaru X—=wY, X—»w, X YEV,, weV;*

Podivejme se na derivace generované gramatikami typu 3
P:S—=0S|1A | A, A — 0A | 1B, B—0B|1S
S$=0S=01A=011B = 0110B = 01101S = 01101

Pozorovani:
— kazdé slovo derivace obsahuje pravé jeden neterminal
— tento neterminal je vzdy umistén zcela vpravo
— aplikaci pravidla X—w se derivace uzavira
— krok derivace = generuje symbol(y) +zméni neterminal

Idea vztahu gramatiky a kone¢ného automatu:
neterminal = stav kone¢ného automatu
pravidla = prechodova funkce
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ného automatu na gramatiku

L=L(A) pro néjaky koneény automat A=(Q,X,d,q,,F)
definujme gramatiku G=(Q,X,q,,P), kde pravidla maji tvar
p — aq, kdyz 3(p,a)=q
p—=A, kdyz peF
jesté L(A)=L(G)?
1) AEL(A) « q,EF < (q,—A) EP < LEL(G)
2) a,...a, EL(A) < 3q,,...,9,EQ tz. 3(q;,a;41)=+1, 9,.EF
< (qo = a,q,= ... = a,...a,q,=> a,...a,) je derivace pro a,...a,
< a,...a, EL(G)
QED
A co naopak?
— pravidla X—aY kodujeme do prechodové funkce a X—A je konec
— ale co pravidla X— a,...aY, X—=Y, X—a,...a,?
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_ Priklad prevodu KA na gramatiku
A—1B|0A |\

. (©
e gy A

D — 0B |1C O % e

E—-0D|1E

Priklady derivaci:
A=0A=0 (0)
A= 1B =10C = 101A = 101 (5)
A= 1B = 10C = 101A = 1010A = 1010 (10)
A=1B=11D=111C= 1111A= 1111 (15)

L={w|w€&{0,1}* A w je binarni zapis Cisla délitelného 5}
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Ke kazdé gramatice G=(V,,V+,S,P) typu 3 existuje
ekvivalentni gramatika G, ktera obsahuje pouze pravidla
ve tvaru: X— aY a X—A.

Dlkaz:
definujme G'=(V*\,V;,S,P‘), kde pravidla P‘ ziskame takto
P P
X—aY X— aY
X—\ X—\
X— a,...a,Y X—=a,Y, Yy,—aYs, ..., Y,—aY
Z-a,...a, Z— a2, 2> a2, ..., Z,—> A

(Youeis Yy Z4s..0,Z,, jsOu NOVE neterminadly - pro kazdé pravidlo jina sada)

zbyva X —-Y
definujme U(X) ={Y | Y EV A X=*Y}
efektivni postup U= {Y | (X—>Y)EP}, w1 = U ULY | (Z—Y)EP, ZEU}

X—=Y X— w pro vSechna Z— w z P*
a ZeEU(X)
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__Priklad standardizace regularni gramatiky

Originalni Prevedena \
S — babaX S — bs,
S, —aS,
S,— bs,
S;— aX L@
S—-Y S —aY|bY|aY, | bz, 3
Y —aY | by Y —aY | by ?a,b la
Y — abbX Y - ay, @
Y, = by,
Y, — bX bl %
Y — baa Y - bZ,
Z —aZ, @ @ @9\
Z,—az, al /
Z,—»\ ®
X — aX | bX | A X —aX | bX | A <} .

L={ w | w=babau v w=uabbv v w=ubaa, u,v&{a,b}" }
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__Prevod gramatiky na koneény automat

LE ;= LEF
Dikaz:
L=L(G) pro néjakou gramatiku G = (V\,V,S,P) typu 3
obsahujici pouze pravidla ve tvaru: X— aY a X—A

definujme nedeterministicky kone¢ny automat
A = (V\,V1,0,{S},F), kde:

F ={X| (X—=A)EP}

8(X,a) = { Y | (X—aY)EP}

jesté L(G)=L(A)?
1) AEL(G) < (S—A)EP <« SEF < AEL(A)
2) a,...a, EL(G)
< existuje derivace (S = a;X; = ... = a,...a X, = a;...a,)
< Ixg,...,. X ,EVy tz. 8(X;,a;.1)3Xis1, Xo=8, X, EF <« a,...a, € L(A)
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Levé (a_pravé) linearni gramatiky

Gramatiky typu 3 nazyvame také pravé linearni
(neterminal je vzdy vpravo).

Obdobné - gramatika G je leva linearni, jestlize ma pouze
pravidla tvaru X—=Yw, X—=w, X, YEV,, weV;*
(neterminal je vzdy vievo).

Véta: Jazyky generované levou linearni gramatikou jsou
pravé regularni jazyky.
Dukaz:
— ,otoc¢enim*“ pravidel dostaneme pravou linearni gramatiku
X—=Yw, X—w prevedeme na X—»wRY, X—»wR
— ziskana gramatika generuje jazyk LR
— vime, ze regularni jazyky jsou uzaviené na reverzi
tudiz protoze LR je regularni, je i L (=(LR)R) regularni
— takto Ize ziskat vSechny regularni jazyky
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__Linearni_ gramatiky (a jazyky)

Mlzeme levé a pravé linearni pravidla pouzivat najednou?
DalSi zobecnéni - gramatika je linearni, jestlize ma pouze
pravidla tvaru X— uYv, X—=w, X, YEV,, u,v,weV;*
(na pravé strané vzdy maximalné jeden neterminal).
Linedrni jazyky jsou pravé jazyky generované linearnimi
gramatikami.

Ziejmé: regularni jazyky C linearni jazyky
Plati také: regularni jazyky C linearni jazyky?
NE!

{0"" | n=1} neni regularni jazyk, ale je linearni (S — 0S1 | 01)

Pozorovani:
linearni pravidla Ize rozlozit na levé a pravé linearni pravidla
S — 0A, A — S1
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