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cienty s regularnim jazykem

Bezkontextové jazyky jsou uzaviené na levy (pravy)
kvocient s regularnim jazykem.

R\L = {w | Ju€R uwel}, L/IR = { u | 3weR uwecl}
idea:

— ZA bézi na prazdno (necte vstup) paralelné s KA

— je-li KA v koncovém stavu, miizeme zacit ¢ist vstup

formalné:
koneény automat A, = (Q,,X, 8 4,9,,F,)
zasobnikovy automat M, = (Q,,X,Y,0,,9,,Z,,F,) (pfijimani koncovym stavem)
definujme novy automat M = (Q*, X, Y, 8, (4,,9,), Z,, F,), kde
Q' =(QxQ)U Q, (dvojice stavi pro paralelni béh ZA a KA)
((a)M2Z) = {((p’a)u) | JaEX p’Ed,(p, a) A (q,u)Ed,(a, a, Z)}
U {((p,a’)u) [ (q",u) E82(a, A, 2) }
U {(a,2) | pEF,}
4‘(q, a, 2) =9,(q, a, Z) aEX U{A}, qEQ,
ziejmé L(M) = L(A,)\L(M,)
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__Uzavérové vilastnosti deterministickych BKJ

Rozumné programovaci jazyky jsou deterministické BKJ.
Deterministické bezkontextové jazyky:

— nejsou uzaviené na prunik,

— jsou uzaviené na prunik s regularnim jazykem,

— jsou uzaviené na inverzni homomorfismus.

Doplnék deterministického BKJ je opét deterministicky BKJ!
»prohodime koncové a nekoncové stavy“
potizZe:
* nemusi precist celé vstupni slovo
— krok neni definovan (napf. vyprazdnéni zasobniku)
snadno osetfime ,,podlozkou’ na zasobniku
— cyklus (zasobnik roste, zasobnik pulsuje)
odhalime pomoci citace
* po precteni slova prochazi koncové a nekoncové stavy
staci si pamatovat, zda prosel koncovym stavem
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__Uzavérové viastnosti DBKJ v praxi

DBKJ nejsou uzaviené na sjednoceni (BKJ ano)!
Priklad:
L = {albick | ixj v j=k v i=k} je BKJ, ale neni DBKJ
sporem: necht’ L je DBKJ
potom -L (doplnék) je DBKJ
-L N a*b*c* = {aibick | i=j=k} je DBKJ - SPOR

DBKJ nejsou uzaviené na homomorfismus (BKJ ano)!
Priklad:

L, = {albick | i=j} je DBKJ

L, = {aibick | j=k} je DBKJ

0L, U 1L, je DBKJ, 1L, U 1L, neni DBKJ

polozme h(0)=1

h(x) = x pro ostatni symboly
h(OL, U1L,) =1L, U 1L,

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Chomského hierarchie

@

=

gramatiky typu 0 (rekurzivné spocetné jazyky ~,)
pravidla v obecné formé

s~ gramatiky typu 1 (kontextove jazyky ~;)
pouze pravidla ve tvaru aXp — awg,
XEV,, o,E(V,, U V)*, we(V,, U V)*
jedinou vyjimkou je pravidlo S — A, potom se ale S
nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla
gramatiky typu 2 (bezkontextové jazyky )
pouze pravidla ve tvaru X—w, X&V,, we(V, U V,)*

gramatiky typu 3 (regularni/pravé linearni jazyky /)
pouze pravidla ve tvaru X—wY, X—w, X, YEV,, weV,*
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Kontextové gramatiky

pouze pravidla ve tvaru aXp — awp,
XEV\, o,pE(Vy U V;)*, we(Vy U Vo)*

jedinou vyjimkou je pravidlo S — A, potom se ale S

nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla
Poznamky:

— neterminal X se prepisuje na w pouze v kontextu o a

— pravidlo S — A slouzi pouze pro pridani A do jazyka
Priklad:

L = {a"b"c" | n=1} je kontextovy jazyk (neni BKJ)

S — aSBC | abC

CB —BC

bB — bb

bC — bc

cC —cc

pozor, neni kontextové pravidlo!
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__Separované gramatiky

Gramatika je separovana, pokud obsahuje pouze pravidla
tvaru o — @, kde:
bud’ o,EV* (neprazdné posloupnosti neterminalii)
nebo o€V, a pEVU{A}.

Lemma: Ke kazdé gramatice G lze sestrojit ekvivalentni
separovanou gramatiku G°*.

Dukaz:
necht’ G = (V,V+,S,P)
pro kazdy terminal x€V; zavedeme novy neterminal X*
v pravidlech z P nahradime terminaly odpovidajicimi
neterminaly a pfidame pravidla X‘— x
G = (Vy U VYL,V S,P U {X —=x | XEV;})
ziejmé L(G) = L(G’)
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__Od monotonie ke kontextovosti

Gramatika je monotonni (nevypoustéjici), jestlize pro
kazdé pravidlo (u — v) € P plati |u|<|v].
Monoténni gramatiky slovo v pribéhu generovani nezkracuji.

Véta: Ke kazdé monoténni gramatice Ize nalézt
ekvivalentni gramatika kontextovou.
Duakaz:
nejprve prevedeme gramatiku na separovanou
tim se monotonie neporusi (+ pravidla X—x jsou kontextova)
zbyvaiji pravidla A,...A, — B....B, (kde m=n)
prevedeme na kontextova pravidla s novymi neterminaly C

AA,. A, - C,A,..A,
CA,..A, - C,C,..A,
Ci.CotA, = Cyue. CsCrn
C,...C, —-B,...C,
B,C,... C,, - B,B,...C,,

B,...B,.C, —B,...B,B,...B,
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__Priklad kontextového jazyka
L = {a'bick | 1= i = j < k} je kontextovy jazyk (neni BKJ)

S — aSBC | aBC generovani symboli a

B — BBC mnoZeni symboli B
CcC—-CC mnoZeni symboli C

CB - BC usporadani symboli B a C
aB — ab zacatek prepisu B na b

bB — bb pokracovani prepisu B na b
bC — bc zacatek prepisu C na c

cC —cc pokracovani prepisu C na c

CB — BC neni kontextové pravidlo, nahradime ho:
CB — XB, XB — XY, XY — BY, BY - BC
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Chomského hierarchie

ag‘i:g]—’ gramatiky typu 0 (rekurzivné spocetné jazyky /)

pravidla v obecné formé

gramatiky typu 1 (kontextové jazyky ~,)
pouze pravidla ve tvaru aXp — awg,
XEV,, o,pE(V,, U V)*, we(V, U V,)*
jedinou vyjimkou je pravidlo S — A, potom se ale S
nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla

gramatiky typu 2 (bezkontextové jazyky ~,)
pouze pravidla ve tvaru X—w, X€&V,, we(V, U V;)*

gramatiky typu 3 (regularni/pravé linearni jazyky /)
pouze pravidla ve tvaru X—=wY, X—=w, XYEV,, weV,*
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1931 - 1936 pokusy o formalizaci pojmu algoritmu
Godel, Kleene, Church, Turing
Turinguyv stroj

zachyceni prace matematika

— (nekonecéna) tabule
Ize z ni Cist a Ize na ni psat
— mozek (fidici jednotka)

Formalizace TS:
— misto tabule oboustranné nekone¢na paska
— misto kridy éteci a zapisovaci hlava, kterou lze posouvat
— misto mozku koneéna ridici jednotka (jako u ZA)

Dalsi formalizace:
— Mkalkul, ¢astecné rekurzivni funkce, RAM

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




__Definice Turingova stroje

Turingovym strojem nazyvame pétici T=(Q,X,d,q,,F), kde
Q - neprazdna kone€¢na mnozina stavu
X - neprazdna kone€na mnozina symbolu
obsahuje symbol ¢ pro prazdné poli¢ko
d - prechodova funkce § : (Q-F)xX— QxXx {-1,0,1}
popisuje zménu stavu, zapis na pasku a posun hlavy
g, € Q - pocatecni stav
F C Q - mnozina koncovych stavti

| paska

\/

fidici
jednotka

1) vypocet za€ina ve stavu q,
2) v kazdém taktu dojde
» ke zméné stavu
* k prepisu policka na pasce
* k posunu hlavy
3) vypocet konci, kdyz neni definovana
zadna instrukce
(specialné plati pro koncové stavy)
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__Turingovy stroje - konfigurace a modifikace

Konfigurace Turingova stroje je souhrn udajia presné
popisujici stav vypoctu. Obsahuje:
— nejmensi souvislou ¢ast pasky, ktera obsahuje
» vSechny neprazdné bunky
+ ¢tenou buriku
— vnitini stav
— polohu étené bunky (hlavy)

TS postupné prepracovava
konfigurace. %
Modifikace Turingova stroje:
— vice pasek, vice hlav

jednostranna paska
— omezené c¢innosti v taktu

obvykly zapis: uqv

omezeny pocet stavli, omezena abeceda
— dva zasobniky

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

__Priklad Turingova stroje

Navrhnéte Turingtv stroj pfevadéjici konfiguraci q;w na ggwR,

kde w&{a,,...,a,}” (tj. obraceni slova).

dops€ = qp,¢,0
dp,a; —> q; ,a‘,+1
qo,a‘i g qR!a‘i!+1
9,3 = q; ,a;,+1
qi,r!a - qi,w’85'1
gipa‘ — q;y,a‘-1
g3 — qj,l’a‘i"1
diw:a' = qrsa‘y,+1
9,3 — q;,a,-1
q;,a‘ = q,a‘,+1
dr,a‘; = qg,a‘+1
qr.€ = qC’E"1
dc.a‘; — qc,a;,-1
dc; € = qf, &,+1

prazdné slovo

precte pismeno, pamatuje si ve stavu
konec (slovo sudé délky)

bézi doprava

na konci se otoci

“

vyméni pismena

konec (slovo liché délky)

a bézi zpét (doleva)

na zarazce ulozi pismeno a za¢ne znova
bézi doprava

na konci se otoci

pii béhu doleva rusi oznaceni

slovo je obraceno
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__Vypocet Turingova stroje

Turingovym strojem nazyvame pétici T=(Q,X,d,9,,F)

— prazdné polic¢ko ¢
—

Konfigurace TS popisuje
aktualni stav vypo¢tu - uqv. el Jefal TTT «

Krok vypoctu (pfima zména konfigurace): uqv |—wpz
v=av‘, w=u, z=bv* g,a — p,b,0
v=av‘, w=ub, z=v* g,a — p,b,+1
v=av‘, u=wgc, z=cbv‘ q,a— p,b,-1
Poznamky:

+ technicky je potieba oSetfit pripady, kdy v=A nebo u=A
* s uavlze pracovat jako se dvéma zasobniky

Vypocet je posloupnost pfimych krokl uqv — ‘wpz
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__Turingovy stroje a jazyky

Slovo w je pfijimano Turingovym strojem T, pokud
qow " upv, pEF
nékdy je na konci vypoctu vyzadovano smazani pasky (q,w [—* Ape)

Jazyk pfijimany Turingovym strojem T
L(T) = {w | we(X-{e})* A quw |—* upv, pEF}.

Jazyk L nazveme rekurzivné spocetnym, pokud je pfijiman
néjakym Turingovym strojem T (L=L(T)).

Priklad: {a®"}

dg€ — Jp,¢€,0 prazdné slovo (konec vypog¢tu)
Jgp:a — qq,a,+1 zvétsi cita€ (2k+1 symbolii)
d,a — qga,+1 nuluje ¢ita¢ (2k symboli)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

__Od Turingova stroje ke gramatice
Kazdy rekurzivné spocetny jazyk je typu 0.
Dikaz:
pro Turingtiv stroj T najdeme gramatiku G tak, ze L(T)=L(G)
— gramatika nejdrive vygeneruje pasku stroje + kopii slova
— potom simuluje vypocet (stavy jsou soucasti slova)
— v koncovém stavu smazeme pasku, nechame pouze kopii slova

we" wRq, g" (e" predstavuji volny prostor pro vypocet)
) S-DQE
D — x D X | E generuje slovo a jeho reverzni kopii pro vypocet
E—ctE]|g generuje volny prostor pro vypocet
) XPY—=X'QY pro &(p,x)=(q,x",0)
XPY—-QX'Y pro &(p,x)=(q,x",+1)
XPY->XYQ pro 8(p,x)=(q,x‘,-1)
m p—-C pro peF
CA—-C mazani pasky
AC—-C mazani pasky
C—A konec vypoctu Automaty a gramatiky; Roman Bartak

__Od Turingova stroje ke gramatice - pokraéovani

Jesté L(T) = L(G)?

welL(T)
existuje kone€ny vypocet stroje T (kone€ny prostor)
gramatika vygeneruje dostatec¢né velky prostor pro vypocet
simulujeme vypocet a smazeme dvojniky

weL(G)
pravidla v derivaci nemusi byt v poradi, jakém chceme
derivaci miizeme preusporadat tak, ze poradi je I, II, llI
podtrzené symboly smazany, tj. vygenerovan koncovy stav

- S—-D
Priklad: D abale
6(q0,s) = (qF’S’o) €qp— C
8(qy,a) =(q;,a,+1) aq,—>q;a
d(dy,a) = (q,,a,+1) _ _ . agq,—qpa

Gramatika po zjednoduseni Ca—C
C—N\
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__Od gramatik k Turingové stroji

Kazdy jazyk typu 0 je rekurzivné spocetny.
Dukaz (neformalné):
idea: Turinguv stroj postupné generuje vSechny derivace
derivaci S = w, = ... = w_ =w kédujeme jako slovo #S#w. #.. #w#
TS postupné generuje vSechna slova #S# w. #...#w #
pokud w, =w, vypocet konci
jinak, TS generuje dalsi derivaci
umime udélat TS, ktery pfijima slova #u#v#, kde u=v
umime udélat TS, ktery prijima slova #w.#...#w, #, kde w,=*w,
umime udélat TS postupné generujici vSechna slova

stroje spojime do ,,while” cyklu
Slovo tvori Derivace
derivaci2 kon¢i w?
ne

ne

Generuj (dalsi) slovo
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