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Vypocet Turingova stroje

Turingovym strojem nazyvame pétici T=(Q,X,3,q,,F)
— prazdné policko ¢

Konfigurace TS popisuje —
aktualni stav vypoétu - uqv. sl Jefal] [ | ] ¢

Krok vypoctu (pfima zména konfigurace): uqv | — wpz

v=av‘, w=u, z=bv* q,a > p,b,0

v=av‘, w=ub, z=v* a,a > p,b,+1
v=av‘, u=wg, z=cbv‘ q,a > p,b,~1
Poznamky:

- technicky je potreba osetfit pripady, kdy v=A nebo u=\A
° s uavlze pracovat jako se dvéma zasobniky

Vypocet je posloupnost primych kroka uqv —wpz
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Turingovy stroje a jazyky

Slovo w je prfijimano Turingovym strojem T, pokud
qow |—" upv, peF

nékdy je na konci vypoétu vyzadovano smazani pasky (q,w |—* Apg)

Jazyk pfijimany Turingovym strojem T
L(T) = {w | we(X-{e})* & qow " upv, peF}.

Jazyk L nazveme rekurzivné spocetnym, pokud je pfijiman
néjakym Turingovym strojem T (L=L(T)).

Priklad: {a?"}
dp:€ — gps€,0 prazdné slovo (konec vypoétu)
dp:@ — qq,a,+1 zvétsi citac (2k+1 symboli)
d.,a — qga,+1 nuluje ¢ita¢ (2k symboli)
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Od Turingova stroje ke gramatice
Kazdy rekurzivné spocetny jazyk je typu 0.
Dukaz:
pro Turinguv stroj T najdeme gramatiku G tak, ze L(T)=L(G)
— gramatika nejdiive vygeneruje pasku stroje + kopii slova
— potom simuluje vypocet (stavy jsou soucasti slova)
— v koncovém stavu smazeme pasku, nechame pouze kopii slova

we" wkq, g" (" predstavuji volny prostor pro vypocet)
) S>DQE
D - xD X | E generuje slovo a jeho reverzni kopii pro vypocet
E—>cE|g generuje volny prostor pro vypocet
i) XPY->X'QY pro &(p,x)=(q,x",0)
XPY->QX'Y pro 8(p,x)=(q,x‘,+1)
XPY->X'YQ pro 8(p,x)=(q,x",-1)
i p->cC pro peF
CA->C mazani pasky
AC->C mazani pasky
C—o2 konec VYPOCtU  ,,iomaty a gramatiky; Roman Barték




Od Turingova stroje ke gramatice - pokrac¢ovani
Jesté L(T) = L(G)?
wel(T)
existuje kone¢ny vypocet stroje T (konec¢ny prostor)
gramatika vygeneruje dostatec¢né velky prostor pro vypocet
simulujeme vypocet a smazeme dvojniky
weL(G)
pravidla v derivaci nemusi byt v poradi, jakém chceme
derivaci mlizeme preusporadat tak, ze poradi je I, I, llI
podtrzené symboly smazany, tj. vygenerovan koncovy stav

Priklad: D anals
3(dg,€) = (gr.€,0) €q,—>C
3(do,a) =(a4,a,+1) aqg,—>q,a
8(q1’a) - (qo,a’+1) Gramatika po zjednoduseni %:1__:::]0 2

Co
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Od gramatik k Turingové stroji

Kazdy jazyk typu 0 je rekurzivné spocetny.
Ddkaz (neformalné):
idea: Turingtlv stroj postupné generuje vS§echny derivace
derivaci S = w, = ... = w,=w kédujeme jako slovo #S#w,#...#w#
TS postupné generuje vSechna slova #S# w.#...#w,#
pokud w,=w, vypocet kon¢i
jinak, TS generuje dalsi derivaci
umime udélat TS, ktery pfijima slova #u#v#, kde u=v
umime udélat TS, ktery pfijiméa slova #w,#.. #w,#, kde w,=*w,
umime udélat TS postupné generujici vSechna slova

— stroje spojime do ,,while“ cyklu
Slovo tvori Derivv'ace
derivaci?2 konc¢i w?
ne

ne

| Generuj (dalsi) slovo

Automaty a gramatiky,:Roman Bartak

Nedeterministické Turingovy stroje

Nedeterministickym Turingovym strojem nazyvame pétici T=(Q,X,5,q,,F),
kde Q,X,q,,F jsou jako u TS a § : (Q-F)xX— P(QxXx {-1,0,1}).
Slovo w je prijimano nedeterministickym Turingovym strojem T, pokud
existuje néjaky vypocéet q,w |—* upv, peF.
Tvrzeni: N Turingovy stroje pfijimaji pravé rekurzivné spocetné jazyky.
Dukaz (neformalné):
Ukazeme, ze vypocty NTS Ize modelovat pomoci TS.
Pozor! Nelze pouzit podmnozinovou konstrukci (kvuli pasce)!
TS modeluje vSechny vypoéty NTS prohledavanim do Sirky

* Na pasce mizeme mit vSechny
konfigurace v hloubce k (paska je
nekone€na), nebo

* mlzZeme generovat ,,popis‘
vypoétu (posloupnost pravidel)a
vzdy k nému dopocitat vyslednou

<max |3(q,x)| kon)f,iguraci P E
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Linearné omezené automaty

Jesté potiebujeme ekvivalent pro kontextové gramatiky.

Pripomenme, ze kontextovou gramatiku dostaneme
z libovolné monoténni gramatiky

Linearné omezeny automat (LOA) je nedeterministicky TS,
kde na pasce je oznacen levy a pravy konec (I, r).
Tyto symboly nelze pfi vypoctu prepsat a nesmi se jit
nalevo od | a napravo od r.

Slovo w je prijimano linearné omezenym automatem, pokud
qolwr |—" upv, peF.

Prostor vypoctu je definovan vstupnim slovem a automat
pfi jeho prijimani nesmi prekrogit jeho délku

u monoténnich (kontextovych) derivaci to neni problém:
zadné slovo v derivaci neni delSi nez vystupni slovo
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Od kontextovych jazyka k LOA

Kazdy kontextovy jazyk lze prijimat pomoci LOA.
Dukaz:
derivaci gramatiky budeme simulovat pomoci LOA
pouzijeme pasku se dvéma stopami (vétsi abeceda)

w

! r

s |

1) slovo w dame do horni stopy a na zacatek dolni stopy dame S
2) prepisujeme slovo ve druhé stopé podle pravidel G

2.1) nedeterministicky vybereme ¢€ast k prepsani

2.2) provedeme piepsani dle pravidla (prava ¢ast se odsune)

Lulaefx]plv]

aXp—ayp

Lulafly]plv]

odsunuti

3) pokud jsou ve druhé stopé samé terminaly, porovhame:ji
s prvni stopou (slovo pFijmeme ¢i zamitneme)
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Od LOA ke kontextovym jazykim

LOA prijimaji pouze kontextové jazyky.
Dikaz:

potiebujeme prevést LOA na monoténni gramatiku
tj. gramatika nesmi generovat nic navic!

vypocet ukryjeme do ,,dvoustopych neterminalt

1) generuj SIOVO ve tvaru (aOs[qO,!saO])!(a1sa1),'--;(an![ans[])
stav a okraje musime ukryt to neterminalt

W

[ aglag | [ apr

2) simuluj praci LOA ve ,,druhé“ stopé (stejné jako u TS)

3) pokud je stav koncovy, smaz ,,druhou” stopu

specialné je potreba osetrit prijimani prazdného slova
pokud LOA prijima A, pfidame specialni startovaci pravidio
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Rekurzivni jazyky
Co se stane, kdyz TS nepfijima néjaké slovo?
a) vypocet skon¢i v nekoncovém stavu
b) vypocet nikdy neskon¢i
protoze vypocet neskoncil, nevime, zda slovo do jazyka patfi
Rikame, ze TS T rozhoduje jazyk L, pokud L=L(T) a pro
kazdé slovo w je vypocet stroje nad w konecny.
Jazyky rozhodnutelné TS nazyvame rekurzivni jazyky.
Véta (Postova): Jazyk L je rekurzivni, pravé kdyz L a
doplnék L jsou rekurzivné spocetné.
Dukaz:
mame Turingovy stroje T, proL a T, pro -L
pro dané slovo w naraz simulujeme vypocet T,'i T,
T, a T, rozpoznavaji komplementarni jazyky,
tedy po konec¢ném poctu kroktll vime zda wel
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Problém zastaveni TS

Existuje rekurzivné spocetny jazyk, ktery neni rekurzivni?
ANO

Problém zastaveni Turingova stroje (halting problem) je
algoritmicky nerozhodnutelny.
Neexistuje algoritmus, ktery by pro dany kéd TS a dany
vstup rozhodl, zda se TS zastavi.

Duakaz (neformalné):

— vychazi z existence univerzalniho TS (Turingtv stroj,

ktery simuluje vypocet jiného TS nad danym vstupem)
U(T,X) =T(X) T je kéd stroje, X jsou vstupni data

— miUzeme udélat stroj P(X), ktery se na datech X zastavi
pravé kdyz U(X,X) se nezastavi

— U(P,P) vede ke sporu: P(P\ < U(P,P)T < P(P)T
(diagonalni metoda)
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Postuv korespondencni problém

Postovym korespondenénim problémem (PKP) nazyvame koneény
seznam dvojic neprazdnych slov [u,,v,],..., [u,,V,].

Rikame, ze Postlv korespondenéni problém ma feseni, pokud existuji
indexy iy,... i tak, Zze 1<i; <n a u; u,...u; =V, Vp,...v;,
Rikame, ze Posttv korespondenéni problém ma inicialni feseni, pokud
existuji indexy iy,... i tak, ze 1< i; <n a u U, U;,... U = V4V V...V
Véta: PKP je algoritmicky rozhodnutelny, pravé kdyz je algoritmicky
rozhodnutelné zda PKP ma inicialni feSeni.
Dukaz:
PKP s inicialnim feSenim = PKP (staci vyzkouset vSechny zacatky)
PKP = PKP s inicialnim feSenim
znaceni 2,@,...a,° = a0, ...a,® °3,3,...a, =0 a,°a,e...a
Xy ZFoUs, Xy TUPS X = @
Y1 = .11! yj+1 = .!js Yniz = ¢
PKP s u,v ma inicialni feSeni pravé kdyz PKP s x,y ma rfeSeni

n
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Algoritmicka nerozhodnutelnost PKP

Existence inicialniho feSeni PKP neni algoritmicky rozhodnutelna.
Dukaz:
vypocet TS pro slovo w prevedeme na PKP

u v u v
+ +Eq W+ xqy | q qeF
X X xeX xq+ q+
+ + +qy +q
++ +
pXx qy S(P’X)=(qsy,0) 9

p+ qy+ 8(p18)=(q!yso)
pPX yq S(P,X)=(q,y,+1)
p+ yg+ gzp,e))=((q,y,+11)) PKP ma inicialni reSeni
ZpXx qzy P,X)=(q,Y,- i

zp+ | qzy+ | 8(p.g)=(ay,-1) < TS se zastavi nad w
+px +qey 5(P,X)=(q,y,'1)

u: Ky + K1 ¥ +
: K+ .. +K, + .. *q+
A vy
Y v

<

—

vypocet mazani
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Algoritmicka rozhodnutelnost u BKJ

Pro bezkontextové jazyky je algoritmicky rozhodnutelné,
zda dané slovo patfi €i nepatri do jazyka.
— umime A eL(G) (S=*)\)
— pro ostatni slova pouzijeme ChNF (X - YZ, X - a)

v kazdé derivaci se délka slova zvétSuje nebo roste pocet
terminalnich symbolu (tj. v derivaci neni cyklus!)

na terminalni slovo délky n pouzijeme pravé (2n-1) pravidel
derivaci pro vSechna slova délky n je kone¢né

muzeme postupné vyzkouset vSechny derivace vedouci ke
sloviim dané délky, napfiklad prohledavanim do hloubky

Pro bezkontextové jazyky je algoritmicky rozhodnutelné,
zda je jazyk prazdny.

umime zjistit, zda z S Ize generovat terminalni-slovo
(algoritmus redukce)
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Algoritmicky nerozhodnutelné problémy

Pro bezkontextové gramatiky G,,G, je algoritmicky nerozhodnutelné
zda L(G,) nL(G,)=L.

Dilikaz: prevedeme PKP na dany problém
mame PKP [u,,v,],..., [u,,v,]
zvolime nové terminaly a,,...,a, pro kédy indexu
G,: S— u;Sa; | u;a; generuje slova u;,... U, a; ... a
G,: S— v;Sa, | v;a generuje slova v,.... v, a; ... a
PKP ma feSeni pravé kdyz L(G,) nL(G,)=J
u-Cast = v-¢ast + slozky a; zajist'uji stejné poradi

]

i

Je algoritmicky nerozhodnutelné, zda je bezkontextova gramatika
vicezna€na.

Dukaz:
$-58S§,]S,
S; - uS,a; | ua
S, - v;S,3a; | v;a;
PKP ma reseni pravé kdyz je gramatika vicezna¢na

Automaty a gramatiky,:Roman Bartak




Dalsi algoritmicky nerozhodnutelné problémy

Je algoritmicky nerozhodnutelné, zda L(G)=X* pro BKG G.
Dukaz:
G,: S—> u;Sa; | u;a generuje slova u;,... U, a, ... a
G,: S— v;Sa; | v generuje slova v;,... v, ... a;,
jazyky L(G,), L(G,) jsou deterministické, tedy -L(G,) a -L(G,) jsou
deterministické BKJ a -L(G,) L -L(G,) je BKJ
mame BKG G takovou, ze L(G) = -L(G,) U -L(G,)
PKP ma feSeni < L(G,) N L(G,)*J < L(G) = -L(G,) U -L(G,) = X*

Poznamka: L(G) = J je algoritmicky rozhodnutelné.

iq

Ddsledky: Nelze algoritmicky rozhodnout, zda
L(G) =R, pro BKG G a regularni jazyk R (dikaz: za R zvolme X*)
R c L(G), pro BKG G a regularni jazyk R (dikaz: za R zvolme X¥)
L(G,) = L(G,), pro BKG G, a G, (dukaz: necht’' G, generuje X*)
L(G,) c L(G,), pro BKG G, a G, (dukaz: necht’ G, generuje'X?¥)
Poznamka: L(G) c R je algoritmicky rozhodnutelné
L(G) cR < L(G) n-R=g + (L(G) n -R) je BKJ
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Shrnuti

popis nekonec¢nych objekti koneénymi prostiedky
regularni jazyky
konecné automaty (NKA,2KA)
Nerode, Kleene, pumpovani
bezkontextové jazyky
zasobnikové automaty (DZA)
Dyckovy jazyky, pumpovani
kontextové jazyky
linearné omezené automaty
monotonie
rekurzivné spocetné jazyky
Turingovy stroje
algoritmicka nerozhodnutelnost

pouziti nejen pro praci s jazyky!
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