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o ANi
- Pro zopakovani
E)
= Bayesovska sit’ zachycuje zavislosti .\;g{(@
mezi nahodnymi promennymi ®

orientovany acyklicky graf (DAG), kde uzly _
odpovidaji nahodnym proménnym a maji prirazenu
tabulku P(X | Parents(X))

kompaktnim zplisobem reprezentuje Uplnou
sdruzenou distribuci

P(Xy,.. %) = T; P(x; | parents(X;))
umime sité konstruovat pro zvolené poradi
proménnych

= Dnesni program
odvozovam v Bayesovskych SItICh

= aproximacni metody (vzorkovaa techniky)
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- EEEEEEEEGdvozovani enumeraci

m Pripomenme, k cemu maji Bayesovske site
slouzit — zjistit pravdépodobnostni distribuce
nahodnych proménnych X v dotazu za
predpokladu znalosti hodnot e proménnych z
pozorovani (ostatni proménné Y jsou skrytée).
P(X | e) =aP(Xe)=aZzZ, P(Xey)

= hodnotu P(X,e,y) zjistime z Bayesovskeé sité
P(Xy,...,X,) = IT, P(x; | parents(X))

m mlzeme jesté vhodné presunout nékteré
Cleny P(x; | parents(X.)) pred soucty
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" AEE——avozovani enumeraci
priklad
m Necht’ mame dotaz, zda doslo k vloupani, pokud
Marry i John volaji
P(b | j,m)
= a X, X, P(b)P(e)P(alb,e)P(jla)P(m]|a)
= o P(b) Z, P(e) %, P(alb,e)P(j|a)P(m|a)

Strukturu vypoctu mizeme zachytit stromovou
strukturou.

je to hodné podobné
reSeni CSP a SAT

m VSimnéme si, Ze nektere ..
casti vypoctu se opakuiji!
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- EEEEEEEEGdvozovani enumeraci

algoritmus

function ENUMERATION-ASK(X, e, bn) returns a distribution over X
inputs: X, the query variable
¢, observed values for variables E
bn, a Bayesian network with variables {X} U E U Y

Q(X )+ a distribution over X, initially empty
for each value z; of X do

extend e with value x; for X

Q(z;) — ENUMERATE-ALL(VARS([br], €)
return NORMALIZE(Q( X))

function ENUMERATE-ALL(vars, ) returns a real number
if EMPTY?(vars) then return 1.0
Y+ FIRST(vars)
if Y hasvalue yine
then return P(y | Pa(Y)) x ENUMERATE-ALL(REST(vars), e)
else returny, Py | Pa(Y)) x ENUMERATE-ALL(REST(vars),e,)
where e, is e extended with V' = y
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" A Fiminace proménnych

m Enumeracni metoda zbytecné opakuje nektere
vypocty.

m Stadi si vysledek zapamatovat a nasledné pouzit.

P(B [ jm)

= o P(B) X, P(e) %, P(a|B,e)P(jla)P(m]a)

= a f,(B) Z, fo(E) Z, f5(A,B,E) f4(A) f5(A)

m Cinitelé f; jsou matice (tabulky) pro dané proménné.

m Vyhodnoceni provedeme zprava doleva
nasobeni Cinitel{ je nasobeni po prvcich (ne nasobeni
matic)
vyscitanim Ciniteld eliminujeme prislusnou proménnou
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N Fliminace proménnych

operace s tabulkami

m Mame-li dve tabulky, potom jejich soucin je tabulka nad
sjednocenim proméennych z obou tabulek.

Xy X Vi Y ZiroZ) = F KX Y1y Y - (Y1, Y24, Z)
| |

T T 0.3 T T 0.2 T T T 0.06=0.3*%0.2
T F 0.7 T F 0.8 T T F 0.24=0.3*0.8
F T 0.9 F T 0.6 T F T 042=0.7%0.6
F F 0.1 F F 0.4 T F F 0.28=0.7¥0.4
F T T 0.18=0.9*%0.2
F T F 072=0.9%0.8
F F T 0.06=0.1*0.6
F F F  0.04=0.1%0.4

m Pri vyscitani dojde k eliminaci proménné
s f(A,B,C) = f(B,C)

0.06 0.24 + 0.18 0.72, _ |0.24 0.96
0.42 0.28 0.06 0.04 0.48 0.32
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N Fliminace proménnych

algoritmus

function ELIMINATION-ASK(X, e, bn) returns a distribution over X
inputs: X, the query variable
¢, evidence specified as an event
bn, a belief network specifying joint distribution P(Xq,..., X,)
factors«— []; vars — REVERSE(VARS[bn])
for each var in vars do
factors — [MAKE-FACTOR(var, e)|factors]
if varis a hidden variable then factors— SUM-OUT(var, factors)
return NORMALIZE(POINTWISE-PRODUCT(factors))

14 7

m Algoritmus funguje pro libovolné usporadani
promennych.

m Slozitost je dana velikosti nejvetsiho Cinitele
(tabulky) v pribéhu vypoctu.

= Vhodné je proto pro eliminaci vybrat IEromennou
jejiz eliminaci vznikne nejmensi tabul
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" I Slozitost problemu

m Eliminace proménnych urychluje odvozovani, ale jak moc?

m Pokud je Bayseovska sit’ poly-strom (mezi kazdymi dvéma
vrcholy vede maximalne jedna neorientovana cesta), potom
Casova a prostorova slozitost odvozovani eliminaci
proménnych odpovida velikosti tabulek O(n.d¥).

m Pro vice propojené sité, je to horsi:

3SAT Ize redukovat na odvozeni v Bayesovske siti, takze
odvozeni je NP-tezke

1. AvBvC
2CvDv-A
3.BvCv-D

odvozovani v Bayesovske siti je ekvivalentni zjisténi poctu reseni
SAT-formule, je tedy #P-tezke
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" ——\fzorkovaci metody

m Exaktni odvozovani je vypocCtoveé narocné,
mUzeme ale pouzit také aproximacni techniky
zalozené na metodé Monte Carlo.

m Monte Carlo algoritmy slouzi pro odhad
hodnot, které je tézke spocitat exaktne.

vygeneruje se mnozstvi vzorkd Lt
hledana hodnota se zjisti statisticky “
vice vzorkd = vétsi presnost

= Pro Bayesovske sité ukazeme dva pristupy
primé vzorkovani
vzorkovani s Markovskymi retézci
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"SSP Yimé vzorkovani

m Vzorkem pro nas bude ohodnoceni nahodnych proménnych.
m Vzorek je potfeba generovat tak, aby ,odpovidal* tabulkam
v Bayesovske siti.
uzly (proménné) bereme v topologickém usporadani

ohodnoceni rodicli nam da pravdépodobnostni distribuci hodnot
aktualni nahodne promenne

nahodné vybereme hodnotu podle této distribuce
m Necht' N je pocet vzorkd a N(xj,...,x,) je pocet vyskytl jevu
X1, Xy, pOtom
P(Xq,...,Xq) = limy_,.. (N(Xy,...,X,)/N)

function PRIOR-SAMPLE(bn) returns an event sampled from bn
inputs: bn, a belief network specifying joint distribution P( X1, ..., X))

X +— an event with n elements
for: = 1tondo
r; < a random sample from P (X, | parents(X;))
given the values of Parents(X;) in x
return x
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" A rFime 2
Prime vzorkovani
priklad
m Vybereme hodnotu pro Cloudy z distribuce
P(Cloudy) = (0.5, 0.5) 5
s (©)
necht’ je to true 50

m Vybereme hodnotu pro Sprinkler z distribuce
P(Sprinkler | Cloudy=true) = (0.1, 0.9)

necht’ je to false C |PSIO) C [PRIO)
T .10 T .80
F .50 F .20

= Vlybereme hodnotu pro Rain z distribuce .

P(Rain | Cloudy=true) = (0.8, 0.2) S RPWSE)
necht’ je to true — Y
T F .90
F T .90
m Vybereme hodnotu pro WetGrass z distribuce Fr) o
P(WetGrass | Sprinkler=false, Rain=true) = (0.9, 0.1)

necht’ je to true
Ziskali jsme vzorek Cloudy=true, Sprinkler=false, Rain=true, WetGrass=true
Pravdépodobnost jeho ziskani je zrejmé 0.5 * 0.9 * 0.8 * 0.9 = 0.324
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" AEENSEYkovani se zamitanim

m Nas ale zajima P(X | e)! i
= Ze vzorkd, které vygenerujeme, vezmeme jen ty, které g N
jsou kompatibilni s e (ostatni zamitneme). =%,

P(X | e) = N(X,e) / N(e)

function REJECTION-SAMPLING(X, e, bn, N) returns an estimate of P(X |e)
local variables: N, a vector of counts over X, initially zero
for j=1to Ndo
x +— PRIOR-SAMPLE(bn)
if x is consistent with e then
N[i] < N[z]+1 where = is the value of X in x
return NORMALIZE(N[X])

m Necht' v nasem priklad vygenerujeme 100 vzorkd, z toho u 27 plati
gprinkler: true a z nich u 8 je Rain = true a u 19 je Rain = false.
otom

P(Rain | Sprinkler=true) ~ Normalize((8, 19)) = (0.296, 0.704)
m Hlavni nevyhoda metody je zamitani pFili§ mnoha vzorki!
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Ny aZeni vérohodnosti

m Misto zamitani vzork( je efektivnéjsi

generovat pouze vzorky vyhovuijici
pozorovani e.

zafixujeme hodnoty z pozorovani e a vzorkujeme
pouze ostatni promenne

pravdépodobnost ziskani vzorku je
P(z,e) = 11, P(z | parents(z,))

To ale neni to, co potrebujeme! Jesté nam chybi
w(z,e) = IJ; P(g; | parents(e;)).

Kazdy vzorek tedy doplnime o prislusnou vahu:
P(X | e) = a N(X,e) w(X,e)
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" N\ /aZeni verohodnosti

priklad

Necht’ zpracovavame dotaz P(Rain | Sprinkler=true, WetGrass=true))

PocateCni vaha vzorku w = 1.0 )

Vybereme hodnotu pro Cloudy z distribuce 20
P(Cloudy) = (0.5, 0.5)

necht’ je to true

C |P(S|C) ¢ [PRIC)
T| .10 T| .80
F| .50 F| .20

Hodnotu Sprinkler=true zname,
ale upravime vahu

W < W * P(Sprinker=true | Cloudy=true) = 0.1

Vybereme hodnotu pro Rain z distribuce
P(Rain | Cloudy=true) = (0.8, 0.2)
necht’ je to true

Hodnotu WetGrass=true zname, ale upravime vahu

W < W * P(WetGrass=true | Sprinker=true,Rain=true) = 0.099

P(W|S.R)
99
90
90
.01

Lo s I I e 2]
M|

Ziskali jsme vzorek

Cloudy=true, Sprinkler=false, Rain=true, WetGrass=true,
ktery ma vahu 0.099

Uméla inteligence Il, Roman Bartak

" S\ /a7eni verohodnosti

algoritmus

function LiKELITOOD-WEIGHTING (X, e, bn, N) returns an estimate of (X |e)
local variables: W, a vector of weighted counts over X, initially zero
for j=1to Ndo
X, < WEIGHTED-SAMPLE(bn)
W/[z] — W][z] 4+ w where 1 is the value of X in x
return NORMALIZE(W[X])

function WrIGHTED-SAMPLE(bn, €) returns an event and a weight

X < an event with n elements; w+—1
for i=1tondo
if X, has a value z; in e
then w« w x P(X,= ;| parents(X;))
else z; < a random sample from P(X, | parents(X,))
return x, w
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" Metoda MCMC

m Primé vzorkovani generuje kazdy vzorek ,od nuly®

m MdizZeme to délat i jinak:

zacneme od nahodné vygenerovaného vzorku, ktery odpovida

pozorovani e

Ero vybranou proménnou X (mimo pozorovani e) vybereme
odnotu vzorkovanim podle jejiho Markovského obalu

P(x | mb(X)) = P(x | parents(X)) Mz chigrencx) P(Z | Parents(z))
ziskame tzv. Markovsky retézec, odtud se metoda jmenuje

Markov Chain Monte Carlo (MCMC)

vzorky zpracujeme podobné jako u primého vzorkovani

function MCMC-Ask(X, e, bn, N) returns an estimate of P(X|e)
local variables: N[X|, a vector of counts over X, initially zero
7, the nonevidence variables in bn
X, the current state of the network, initially copied from e
initialize X with random values for the variables in Y
for j=1to N do
for each Z; in Z do
sample the value of Z; in X from P(Z;mb(Z;))
given the values of M B(Z;) in x
N[z]| < N[z] + 1 where z is the value of X in x
return NorMALIZE(N[X])
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JE—— B A X
Markovske retezce

priklad

m UvaZzujme pozorovani Sprinkler—true WetGrass=true
m Dostaneme Ctyri stavy, pres které Markovsky retézec

prochazi.

- UvaZUJme Ze projdeme

100 stavud
u 31 stavu plati Rain=true

G

a 69 stavl plati Rain=false

DG

m Potom dostaneme:

P(Raln | Sprinkler=true, WetGrass=true)

= Normalize((31, 69)) = (0.31, 0.69)
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S5k MCMC funguje?

m Pri dostatecné délce Markovsky Fetézec konverguje ke
stacionarni distribuci — pocet vyskytl stavu/vzorku je
proporcialni ]eho posterlornl pravdépodobnosti.

m zavedeme oznaceni:

q(x—Xx") pro pravdépodobnost pfechodu z x do x' (urCuje
Markovsky retézec)

m(x) pro pravdepodobnost dosazeni stavu x po t krocich
m obecné plati:
M1 (X)) = Zy m(X) g(X—>X)
m pro stacionarni distribuci potom chceme
n(X') = X, n(x) q(x—>x")
coz plati napFl'kIad pokud n(x) g(x—Xx') = n(x) q(x —X)
m predpokladejme, Ze ménime hodnotu proménneé X; z x; na x;,
ostatni proménné oznaCme Y, a jejich aktualni hodnoty Y;

q(x—x") = q((x,¥:)—=>(,y)) = P(x'| y,,e) = P(x;| mb(X)))
hovorime o tzv. Gibssové vzorkovani

n(x) cl(X—>X) = PSXIG) P(x'| yue) = P(x,yile) P(x(| yi,e)

RN IO =
S :
- Neurcitost a Ul

kratkeé historické shrnuti

= Pro modelovani neurcitosti jsme pouZiti teorii
pravdépodobnosti (podobné jako ve fyzice i
ekonomii), ale bylo tomu tak vzdy?

m Prvni expertni systémy (kolem roku 1970)
pouzivali Cisteé logicky pristup bez prace s
neurcitosti, coz se ukazalo neprakticke.

m DalSi generace ES zkusila pravdépodobnostni
techniky, ale ty mely problém se
skalovatelnosti (efektivni odvozovani zalozené
na Bayesovskych sitich jesté nebylo znamé).

m Proto byly zkouSeny alternativni pristupy
(1975-1988) pro modelovani neurcitosti,
ignorance a vagnosti.
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" T Alternativni pristupy

= Pravidloveé orientované systémy stavi na
uspéchu logického odvozovani, které
obohacuji o prvek nejistoty.

s Dempster-Shaferova teorie se soustredi na
otazku ignorance a pracuje s popisem stupné
domnéni (belief).

m Logika i pravdépodobnost pracuiji s faktem, ze
tvrzeni je bud’ pravdivé nebo neni. Fuzzy
logika umoznuje vyjadrovat vagnost tvrzeni.
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" ————Ppravidlové systémy

zakladni vliastnosti

m Klasické logické pravidlové systémy stavi na
trech vlastnostech:

lokalnost: z A a A=B odvodime B nezavisle na
ostatnich pravidlech (v pravdépodobnosti musime
uvazovat vsechna pozorovani)

oddélenost: jakmile dokazeme, ze plati B, mlizeme
s timto faktem pracovat oddélené od dikazu

(v pravdépodobnosti je zdroj pozorovani dilezity pro
dalSi zpracovani)

pravdivostni skladani: pravdivost slozenych tvrzeni
se odvozuje od pravdivosti JeJ|ch komponent .
(kombinace pravdépodobnosti timto zplisobem
nepracuje, pokud se nejedna o nezavislost)
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" ——Pravidlové systémy

problémy

m Vlastnosti pravidlovych systémU z pohledu neurcitosti

uvazujme jevy ) 5 )
H, ,pri prvnim hodu minci padne hlava®“, O, ,,pri prvnim
hodu minci pane orel*, H, ,pri druhém hodu padne hlava"

= pravdépodobnost kazdého z téchto jevd je 0.5

= P(H; vH;)=0.5,PH, vO,) =1, P(H; v H)=0.75,

coz je ve sporu se skladanim pravdivosti dilCich tvrzeni

uvazujme pravidla
Sprinkler—,  WetGrass a WetGrass , ; — Rain

= pokud I]e rozprasovac zapnuty, zvysi to viru, ze travnik J;e mokry,
coz dale zvysi viru, ze prselo; nemelo by to byt opacne:
= systém totiz véri, ze Sprinkler— Rain

= Jak to tedy mize fungovat? o
systémy pouZivaji pravidla jen v jednou sméru / e/
pozorovani se vkladaji pouze na zacatek / ’ |
typickym reprezentantem byl systém MYCIN /[ /
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" Dempster-Shafer

m zobecnéni teorie pravdépodobnosti 0 modelovani ignorance

uvazujme hod minci
= pokud je mince prava, je pravdépodobnost hlavy 0.5 a orla 0.5

= pokud je mince ,faleSna®, ale nevime jak, tak je pravdépodobnost hlavy
take 0.5 a orla 0.5 (ignorance)

m Dempster-Shafer teorie pouziva miru domnéni (belief)
a miru plauzibility
bel(X) < pl(X)
pl(X) = 1 — bel(—X)
pracujeme tak vlastné s intervalem, kde se nachazi pravdépodobnost
interval popisuje miru nejistoty o daném tvrzeni
bel(X) < P(X) < pl(X)
uvazujme tvrzeni A ,ve sklepé je mrtva mys",
kde bel(A) =0.5 a pl(A) = 0.8
= nase vira v pravdivost tvrzeni je bel(A) = 0.5
= nase vira v nepravdivost tvrzeni je bel(—A) = 0.2 (=1-0.8)
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" I Dempster-Shafer

jak to funguje?

m Podobné jako v pravdépodobnosti pracujeme s mnoZzinou
elementarnich tvrzeni X, kde mame danu miru m na
podmnozinach

m: 2X — [0,1]
m(J) = 0
X, m(A) =1

m Miru domnéni a plauzibility potom definujeme takto:
bel(A) = Z5_, m(B)
pI(A) = g p.; M(B)

o SpOJovanl rlznych vstupl se provadi pomoci Dempsterova
pravidla:
m;,(J) =0
m1,z(A) = (M;®&m,)(A) = a Zg-c_a.z Mi(B) My(C)
maje normallzacnl konstanta o = 1/ (1 - 25 My(B) m,(C))

= slouzi proi norovani konfliktnich vstupd,
coz mize davat neintuitivni vysledky
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= >i
- Fuzzy mnoziny
= Teorie fuzzy mnozin se tyka zachyceni vagnosti
pojmd.

Karel méri 180 cm. Je Karel vysoky?

fuzzy mnozina definuje predikat ,vysoky" implicitné
mnozinou svych prvkll — mnozZina nema presny okraj

m Fuzzy Io%lka je metoda pro uvazovani o fuzzy
MNOZinac

je zalozena na pravdivostnim skladani T-norem
m T(A A B) = min(T(A), T(B))
m T(A v B) = max(T(A), T(B))
m T(-A) =1-T(A)
Problém: necht’ T(Vysoky(Karel)) = 0.6, potom
T(Vysoky(Karel) A — Vysoky(Karel)) = 0.4
Neberou se v Uvahu vztahy mezi slozkami tvrzeni!

Teorie fuzzy mnozin neni metodou pro
praci s neurcitosti!
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