Slozitost a NP-tuplnost

Verze: 2. ¢ervna 1998

Tento ucebni text zacal vznikat v 1été roku 1994, kdy jsem poprvé prednasel ,Slozitost a NP-tplnost®. Prednéska byla
inspirovana predevsim knihou [1] Structural Complexity I. Znaénou ¢ast latky jsem také samoziejmé prevzal po Mirko
Kiivankovi, ktery tento predmét prednasel v predchozich letech.

V roce 1995 jsem pripsal kapitolu ,Na hranici vycislitelnosti“, pokryvajici nékteré statnicové otazky nepokryté knihou
Structural Complexity I. Tato kapitola byla inspirovana 12 kapitolou knihy [2] Introduction to Automata Theory and
Computing. Pozdéji bylo z této kapitoly presunuto translacni lemma do kapitoly , Véty o hierarchii“. Kromé toho jsem
pripsal kapitolu ,,Jind interpretace ...“, kterd je mym vlastnim zobecnénim pojmu nedeterministického Turingova stroje
omezeného casem. Toto zobecnéni umoznilo popsat pravdépodobnostni t¥idy a pozdéji napfiklad hry Artuse s Merlinem
stejnym jazykem.

V roce 1996 jsem se zabyval predevsim sepisovanim disertace, kterd méla s uvedenou predniskou maélo spole¢ného.
Piesto kdyz se ke mné donesla informace o vylepseni prostorové véty o hierarchii i pro nedeterministické stroje, nevahal
jsem tuto vétu pripsat. Obdobné jsem postupoval s vétou o nedeterministické casové simulaci a hodlam tak postupovat
1 nadéle.

V roce 1997 jsem déle rozvinul pojem ,typ“ Turingova stroje a konecné jsem ptipsal i kapitoly tykajici se Booleovskych
obvodi a P-log-tiplnosti.

Nyni v roce 1998 jsem poprvé odptrednasel dikaz Blumovy véty o zrychleni. Zaroven mne to donutilo dopsat dikaz az
do konce. To s sebou neslo potfebu stanovit odhady multiplikativnich konstant jak ve vétach o simulacich, tak ve vété
o poctu konfiguraci.

Blumova véta o zrychleni byl posledni velky obsahovy nedostatek, ktery jsem s1 uvédomoval. K dopsani skript nyni
J17z zbyva jediné — definovat zakladni pojmy, tedy to, co jsem dosud nechédval radéji na Gstni projev. Divodem je, e
jsem se pokousel uvedené pojmy ,nezakonzervovat®. Tyto pojmy se totiz s casem vyviji, kazdy autor je ma definovany
nepatrné jinak. Z vykladu by mélo byt poznat, co je zakladnim neménnym principem. Kvili moznym odlisnostem jsem
radéji na prednéskach a cvicenich predkladal nékolik interpretaci a ukazoval jsem, zda je zména interpretace podstatna.
Zakladni pojmy jsou také v pozdéjsich prednaskich drobné dopliovany (ordkula, jind interpretace ...). Nemyslim si, 7e
je tato schizofrenie na skodu. Myslim si, ze dobry programator by mél ovladat principy programovéani, ale nemél by byt
Gzce vdzén na jeden konkrétn{ procesor/programovaci jazyk/vypocetni model.

V Jilovém u Prahy dne 16.dubna 1998 Vladan Majerech

Cilem prednésky ,Slozitost a NP-Gplnost“ je popsat hranice toho, co je na pocitacich mozno pocitat. Na rozdil
od prednésky , Vycislitelnost” nas zajima, co je mozno pocitat pfi daném casovém nebo prostorovém omezeni.

V prvni poloviné prednasky se zabyvame vztahy mezi tfidami jazyku definovanych na zakladé takovychto omezeni.
V druhé poloviné se zabyvame moznostmi rozsifeni vypocetniho modelu, obecnéjsimi tfidami jazyktu a nejtézsimi jazyky
v takovych tfidach. Pojem nejtézsiho jazyka nam nékolikrat pomize dokézat totoznost riznym zpisobem definovanych
tFid.

Koncenzem je, ze rozumnym casovym omezenim je libovolny polynom ve velikosti zadani. V prednasce se zabyvame tim,
kam az mizeme pri takovém omezeni rozsitit nase vypocetni moznosti, staci-li nam vysledek s malou pravdépodobnosti
chyby.

Jinym smérem rozsifovani vypocetniho modelu je ,paralelni programovani“. Za rozumné casové omezeni pti paralelnim
programovani je povazovan polynom logaritmu velikosti vstupu. Tento text se paralelismu pouze okrajové dotyka
kapitolami o Booleovskych obvodech.

Pokud jste nékdy pracovali s rozsahlymi databazemi, pak se Vam nejspis casové omezni polynomialni ve velikosti dat
zd& piilis velké. Takovéto problémy jsou ale zcela mimo rdmec této prednasky. Dilezité pri jejich feSeni je udrzovani
vhodné ,dynamické datové struktury“. Rozumnym casovym omezenim pro odpovéd dynamické datové struktury je
polynom logaritmu velikosti reprezentovanych dat.
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1 Pfipomenuti pojmu (29. za¥i 1997)

1.1 Turinguv stroj

V této kapitole by mél byt definovan Turinguv stroj, ctenare
odkazuji na literaturu (José Luis Balcdzar, Josep Diaz,
Joaquim Gabarr6 — Structural Complexity T).

Turing Machine

Upozornuji té7 na jiné vypocetni modely (RAM, Pointer
machine).

Mél by byt definovan vicepdskovy (pifpadné nedetermi-
nisticky) Turinglv stroj. Neni pfesné specifikovan vysledek
vypoctu, ale mél by byt podrobné vysvétlen priubéh vypoc-
tu.

Konfigurace Turingova stroje — Na kazdé pasce souvisly
tsek symboli paskové abecedy, jinde blank, na kazdé pasce
bud jedna nebo vice hlav (pokud to dovolime) uvnitf ¢i na
kraji Gseku. Stav ¥dici jednotky. (Stav vystupnich pések
nenf soucasti konfigurace.)

Displej — Obsah policek pod hlavama vstupnich a
pracovnich péasek, stav fidici jednotky.

Krok — Obsah policek, ktery bude zapsian pod hlavy
pracovnich a vystupnich pések, informace kam se pohnou
jednotlivé hlavy TS, zména stavu fidici jednotky.

Prechodové funkce — Na zdkladé displeje TS urci krok
TS (mnohozna¢né pro nedeterministické TS).

Vypocet — Provadéni kroku vybiranych na zakladé
displeje pomoci prechodové funkce.

Mél by byt definovan cas Turingova stroje a prostor
Turingova stroje. (Prostor je urden pouze pracovnima
paskama, nebo-li paskama, které jsou read/write!)

U nedeterministického TS je problém s interpretaci vy-
sledku vypoctu. Problém je zpusoben moznou nejednoznac-
nosti vysledku. Proto nechdvame nedeterministické TS od-
povidat pouze ANO/NE, s tim, ze v piipadé riznych od-
pvédi mé prednost odpovéd ANO.

Poznamka 1.1 Tyto problémy s definici jsou podobné problé-
mum paralelnich vypoctt. Mohli bychom napriklad nechat TS
vydat slozitéjsi vysledek za podminky, Ze véechny vétve vypoctu
vydaji tentyz vysledek. Mohli bychom definovat jako vysledek
vypoétu ,nejmens{ ¢fslo“ vydané néjakou vétvi vypoctu. (,Nej-
vétsf ¢fslo“ by nemuselo byt definované).

Zvolené teseni prinasi nejmensi mnozstvi problémn.

U nedeterministického TS je ¢as/prostor odhadnut mini-
maln{m nutnym ¢asem/prostorem, ktery umoziuje spravny
zZaver.

(Pokud je vysledek ANO, staci ¢as/prostor nejnendroc-
néjsi vétve vypoctu vedouci k ANO. Pokud je vysledek NE,
je potieba ¢as/prostor nejndrocnéjsi vétve vypoctu.)

1.2 Porovnavani funkeci

Nasledujici symbolika je pouzivana k vyjadieni asymptotic-
kych porovnani funkci. Symbol V* znamena az na konecné
mnoho vyjimek (od urcitého ng). Symbol 3% znamend exis-
tuje nekoneéné mnoho. (Tak jak se neguje vyraz s V pomoci
3, tak se neguje vyraz s V* pomoci 3°°.)
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Mnozinu vech funkci mizeme zapsat nasledovné:

O(F)Uw(F) = O(F)Aw(F) = o(F)UQeo (F) = o( F)AQu (F)

(29. z4¥ 1997)



2 Simulace, univerzalni stroje (15. dubna 1998)

Véta 2.1 (Véta o linedrni kompresi) Necht r je kladné celé
¢islo. Pro libovolny TS pracujici v prostoru s(n) miZeme
sestrojit TS pracujici v prostoru pravé [s(n)/r].

Dukaz: Na kazdé pracovni pésce bude jedno policko
obsahovat r policek piivodni abecedy.

Véta 2.2 (Véta o linedrnim zrychleni) Necht r je kladné
celé ¢islo. Pro libovolny TS pracujici v ¢ase t(n) miZeme
sestrojit TS pracujici v ¢ase pravé n+ [n/r]+6-[t/r].

Dikaz: Okopirujeme vstupni péasky na pracovni pasky
jejichz jedno policko obsahuje r policek puvodni abecedy.
Poté pracujeme na zahusténych pracovnich paskach. Nyni
jsme schopni r krokt pavodniho TS odsimulovat ze znalosti
ti{ policek v okoli hlavy kazdé zahusténé pasky. Jejich
precteni a modifikaci mizeme provést na 6 krokia (tzv.
taneckem). Cas n + [n/r] potiebujeme na zkopirovanf
vstupnich pasek na pracovni pasky a na presun na zacatek
pracovnich pasek. (Nejhorsi je piipad jediné vstupni pasky.)
|

Pozniamka 2.1 Je-li s(n) prostor spotfebovany pivodnim TS,
pak prostor spotfebovany nové vytvorenym TS je nejvys (n +
+ s(n))/r + k, kde k je poclet vstupnich a pracovnich pések,
pomoci néhoz muzeme odhadnout zaokrouhlovaci chyby.

Dusledek 2.2.1 Vzhledem k predchozi vété je pro cast >
> (14¢)n ekvivalentni, zda je moZno provést vypodcet v case
t nebo v ¢ase O(t). Pro libovolné s je ekvivalentni, zda je
mozno vypodet provést v prostoru s nebo O(s).

Poznamka 2.2 Typem TS budeme rozumnét, zda se jedna
o deterministicky ¢ nedeterministicky TS. Pozdéji rozsitime
moznosti interpretace vysledku vypoctu TS.

Turingovy stroje ruznych typu se lisi pripadnou viceznaénosti
prechodové funkce. Typ TS rozhoduje, jak je interpretovin
vysledek vypoctu na zikladé vysledku vypoctu jednotlivych
pokracovéni.

Presnéji je interpretace zavisla na typu jednotlivych stavi TS.
Typ TS urcuje, jaké typy stavi se v prubéhu vypoctu mohou
vyskytovat.

Véta 2.3 (1. o simulaci) Libovolny TS pracujici v fase t
a prostoru s je mozno nahradit TS stejného typu s jednou
pracovni paskou pracujicim v ¢ase O(t - s) a prostoru O(s).

Dukaz: Do jednoho policka pracovni pasky ulozime obsahy
prislusného policka kazdé pracovni pasky puvodniho TS.
Navic si v policku poznamendme pro kazdou pasku, zda
hlava (pifpadné které hlavy) stoji na prislusném policku.
Abychom zjistili obsahy policek pod jednotlivymi hlavami,
musime projet celou pasku. Totéz musime provést pii
Gpravé obsahu pasek a pfi posunu hlav. Na simulaci jednoho
kroku ndm staci cas O(s).

Poznamka 2.3 Véta umoznuje simulaci i pro stroje s vice
hlavama na jedné pasce.

(2. Gervna 1998) 2

Véta 2.4 (2. o simulaci) Libovolny TSs jednou hlavou
na kazdé pasce, pracujici v case t a prostoru s, je mozno
nahradit TS stejného typu s dvéma pracovnima paskama,
pracujicim v ¢ase t' = O(t - log s) a prostoru s’ = O(s).

Duikaz: Nejvétsi potize pusobi fakt, ze simulovany TS
miuze mit libovolné velky pocet pracovnich pasek. Nutné
budeme muset na néjaké pasce simulovat vétsi pocet
pracovnich pasek. Oznac¢me si tuto pasku pg. Vzhledem
k tomu, ze k simulaci jednoho kroku TS potfebujeme znat
obsahy policek pod hlavama na vsech péaskach, nemuzeme
si dovolit kvili simulaci jednoho kroku jezdit po péasce
po k polickim, kde se hlavy nachézi. (Potom by simulace
jednoho kroku mohla trvat i s.) Strategie, kterd ndm umozn{
simulaci v c¢ase mensim nez t - s, musi udrzovat hlavu
pasky po ,,témér“ na misté a posuny na paskach simulovat
posunem obsahu pasky pg opa¢nym smérem.

Popiseme, jak je simulovan posun hlavy na jedné pasce.
Je-li pasek k, pak stejnou simulaci délame k—krat na k—
—krat tlustsi pasce®.

| [ [ [ lc[afels] | g[of [sf5f] [tin] [ fololplal | | ]

| [ [ ] lc[afels] | [efnfs]3fe] [ [tin] [ fololplal | | ]

| [ [ ] lc[afelslefnfs]af [frfn[ [ | [ [ fololpla | | ]]

| [ [ ] lc[afelslefnfs|fitin] [ | ][ [ foolpla | |]]

|c[a[el#lefn[2]3] | [K[Lf Minfo] Jpial [[ ][ [[]]]]

|c[alel#lefn[2]] | [K[ef | [lopial [[]][[]1]]

|c[alelzlefn[2]a] | [ [ [ -] pololplaf [ [ [ [ 1]

Je[alelzlefnfsla] | [ [ [] EPwlolplaf [ [ [[11]]

Obr. 1: Simulace posunii na pésce pg

Péasku pg rozdélime na ,bloky“. Blok B; (i € 7Z) mtze
obsahovat 0, 21=1 nebo 2I'l symbolé simulované pasky.
Vidy bloky B; a B_; obsahuji dohromady 2!/l prvki. Déle
je dodrzovano pravidlo, ze v blocich s mensimi ¢isly jsou
uchovavany levéjsi symboly pasky.

Pro udrzovéan{ hranic (a ,ptilhranic®) bloki je potieba
pridat k pasce pg ,synchronizacni stopu®. Znacky synchro-
nizacni stopy je mozno bez casovych ztrat dynamicky dopl-
novat vzdy, kdyz se pracuje s nové nejvzdalenéjsim blokem
od bloku Bj.

Druhou pasku pouzivame jako pomocny prostor k tomu,
abychom se kvuli pfesunim bloki na pésce py nemuseli
vracet.

(15. dubna 1998)



Pii odhadu celkového ¢asu simulace jedné pasky si staci
uvédomit, ze prace s blokem Bi; vynucuje pravidelné
zaplnéni (2V1=1 prvki) blokt —|i| + 1,...,]i| — 1. Proto
s blokem Bg; pracujeme nejvys jednou za 2li1=1 krokt
simulace. Tento krok simulace potom trvd s pomocnou
paskou ¢as 211172 Celkovy ¢as simulace miizeme poté
odhadnout souctem pres vsechny bloky a vsech k pasek.
Dostavame tak odhad

1+|log s] "
! lil+2 [ _—
EUPSERN S

|

1+|log s|
<k > 8t=0(tlogs).
=0

Poznamka 2.4 Vstupni/vystupni abeceda neni podstatni
z hlediska simulace, ale simulujici stroj je musi mit stejné ja-
ko stroj simulovany. Stejné tak neni podstatny pocet vstup-
nich/vystupnich pasek. V presné formulaci véty o universalnim
TS by mély byt uvedeny i tyto skutecnosti. V nasledujici vété je
tato skutecnost souhrné nazvana charakterem vstupu/vystupu.

Universalnimu stroji je nutno predat ,program“ (prechodo-
vou funkei) simulovaného stroje. Tento program je mozno pre-
dat na pridavé vstupni pasce. Potom ale universalni stroj nebude
stejného charakteru vstupu/vystupu (a nebudeme moci simulo-
vat universalni stroj timtéz universalnim strojem). Jinou moz-
nosti je vybrat vstupni pasku s aspon dvouznakovou abecedou
a zakdédovat na ni se vstupem simulovaného stroje zaroven pro-
gram simulovaného stroje (zdvojime symboly a jako oddélovac
popisu stroje a jeho vstupu pouzijeme dvojici riznych symboli).
To, ze existuje vstupni paska s aspon dvouznakovou abecedou
nazveme netriviAlnim charakterem vstupu/vystupu.

Véta 2.5 (1. o univerzalnich TS) Pro libovolny netrividln{
charakter vstupu/vystupu a libovolny typ TS existuje
suniverzalni“ TS daného charakteru vstupu/vystupu a
typu, umoznujici simulovat pritbéh vypoctu libovolného TS
daného charakteru vstupu/vystupu a typu. Pro vztah mezi
dasovymi ndroky t (prostorovymi ndroky s) univerzdlniho
U a simulovaného S TS plati: sy(n) < ¢ - (sg(n) + 1),
tr(n) < cits(n) - (ts(n) + c%), kde ¢ < 4]S| a ¢y < 4|S]
pro |S| znadici délku zépisu programu simulovaného stroje.

Véta 2.6 (2. o univerzdlnich TS) Pro libovolny charakter
vstupu/vystupu a libovolny typ TS existuje ,univerzalni“
TS daného charakteru vstupu/vystupu a typu, umoziiujici
simulovat pritbéh vypoctu libovolného TS daného charakte-
ru vstupu/vystupu a typu s jednou hlavou na kazdé pdsce.
Pro vztah mezi ¢asovymi ndroky t (prostorovymi naroky s)
univerzalniho U a simulovaného S TS plati: sy(n) < ci -
(s5(n)+1), tr (n) < e -15(n) (log Ls(n) +2), kde c§ < 4I5]
a cly < 8|S|%, kde |S| znacici délku zapisu programu simu-
lovaného stroje.

Dukaz: (obou vét) Univerzalni TS mus{ umét simulovat
libovolny TS.

Problémy vice pasek vyfesime jako v ptedchozich vétach.

Vsimavy cCtendf mne v tuto chvili upozorni, ze Sitka
pasky po je konstantni, a my bychom chtéli, aby byla
girokd k, pro libovolny pocet k pracovnich pasek. Toto
vyfesime spolecné s problémem, ze abecedy pracovnich
pasek simulovanych TS miuzou byt libovolné veliké. —

Resenim je kédovat symboly pasky py v dvojkové soustavé.
Je-li s’ pocet policek nejvice popsané pasky a u pocet
policek pasky po nutnych k zakdédovani jednoho policka
vech pasek (plus k zakédovani piitomnosti jednotlivych
hlav na policku v ptipadé simulace podle 1. véty o simulaci
resp. k zakédovani synchronizacni stopy v pripadé simulace
podle 2. véty), pak je potieba 2s'u (resp. 4s'u) policek
pasky po pfi simulaci podle 1. (resp. 2.) véty o simulaci.
Uvédomme si, ze k popisu prechodové funkce simulovaného
stroje potiebujeme zapis obsahujici zakédovani nékolika
displeji a kroku simulovaného stroje. K zakédovani jednoho
displeje a kroku potiebujeme dvakrat zakédovat symbol
kazdé pracovni pasky tedy vice nez u bitt. Odtud u < |S].

Poslednim problémem je, ze simulovany TS mize mit
libovolné velkou mnozinu vnitinich stavi a libovolnou
prechodovou funkci. — To nam nebude vadit, pouzijeme
pasku reprezentujici prechodovou funkci a pasku, na niz
bude zaznamenan aktualni stav simulovaného TS. Tim se
ndm pottebny prostor zvétsi pouze o konstantu nejvys 2-|5].

Pii odhadu konstanty ¢ musime postupovat opatrné.
Simulaci kazdého kroku stroje S muzeme rozdélit do t¥i
Casti.

1. Zapsani displeje na pomocnou pasku.

2. Volba pokracovani na zdkladé prechodové funkce.

3. Zapisy na pasky a posuny hlav.

Prvni a tieti krok provedeme obdobné jako v ptislusné
vété o simulaci. Druhy krok spoc¢iva ve vyhledani displeje
v prechodové funkei (v seznamu dvojic (displejkrok)).
Pii vhodném kédovani prechodové funkce je mozno tento
krok provést v case 4|S|. Uvédomme si, ze prii simulaci
nedeterministického stroje mizeme o pouziti vhodného
kroku nedeterministicky rozhodnout. Odhad casu 1. a 3.
kroku je proveden ve vétach o simulaci. Nyni jej upfesnime.

Pii pouziti prvni véty o simulaci potiebujeme k opsani
displeje ¢as nejvys 2s’u (délka pasky po). K zépisu
potfebujeme navic ¢as pro posuny ¢ pracovnich hlav. Pro
posuny ¢ < |S| pracovnich hlav v priabéhu zdpisu nového
obsahu policek pod hlavama staci navic ¢as 2qu. Na 1. a
3. kroky simulace tedy potiebujeme celkem nejvys (4s'u +
+ 2qu) - tg krokd. Po pficteni casu za 2. kroky dostdvdme
(4s'u + 2qu + 4]S|)ts. Po tpravé (diky s’ < ts) dostavdme
cas (4s'u + 2qu + 4|S))ts < 4|S)tZ + (2|S)* + 4]S)ts <
< 4|Slts(ts + 4|S]).

Pii pouziti druhé véty o simulaci opiseme obsah policek
pod jednotlivyma hlavama v case 2u, protoze jej udrzujeme
na jednom misté pasky po. Na 1. a 3. kroky simulace
potiebujeme celkem nejvys (2u + 8ku(l + Uogs’J)) tg.
Po pfi¢teni casu za 2. kroky dostdvame (4]S| + 2u +
+ 8ku(1 + [logs'|[))ts. Po tpravé diky s' < ts a u,k <
< | S| dostavame cas nejvys (6]S]+ 8|S|2(1 + [logts|))ts <
< 8|S|2t5(10gt5 —+ 2). 0

Poznamka 2.5 Komprimaci pracovnich pések jsme ve vétach
o universalnich strojich schopni snizit multiplikativni konstanty.
Tak ziskdme odhad ty(n) < |S|(ts(n) + |S|)27 sy(n) <
< |S|(ss(n) + 1) pro stroje s vice hlavama na jedné pasce.
Obdobné ziskdme odhad ty(n) < |S|2ts(log ts + 1), su(n) <
< |S|(ss(n) 4+ 1) pro simulaci stroji s jednou hlavou na kazdé
pésce.
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Véta 2.7 (O nedeterministické casové simulaci) KaZdy
NTS (pozdégji —TS nebo —TS) pracujici v case t je
mozno nahradit TS stejného typu s dvéma pracovnima
paskama pracujicim v ¢ase O(t). (Novy stroj bude prijimat
tenty? jazyk).

Dukaz: Novy stroj na prvni pasce uhodne ¢ displeji a
kroki puvodniho stroje. K tomu potfebuje ¢as (a prostor)
O(t). Poté novy stroj s pomoci druhé pasky postupné
pro jednotlivé pasky (deterministicky) kontroluje, zda vidy
displej odpovida dosud provedenym krokim puivodniho
stroje. (Na druhé pédsce potiebuje mit novy stroj tolik
hlav, kolik je maximalné hlav na jedné pasce puvodniho
stroje.) Pro kazdou pasku toto ovéri v ¢ase O(t). Vzhledem
ke konstantnimu (na vstupu nezdvislém) poctu pések
ptvodniho stroje je celkovy c¢as ovéfeni toho, ze byl
uhodnut vypocéet TS roven O(t). Jde-li o —TS, pak
zamitame, pokud nebyl uhodnut vypocet. Jde-li o —TS,
pak pFijimame, pokud nebyl uhodnut vypocet. Pokud byl
uhodnut vypocet, prijimame, pokud je posledni display
prijimaci. 5

Poznamka 2.6 Pro —TS a —TSje mozno pomoci predchozi

véty vytvofit universdlni TS pracujici v Case ty(n) < |S|* -
- (ts(n) + 1). Zaroven tim ztratime odhad prostorové slozitosti.
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3 Konstruovatelnost funkci (29. €ervna 1997)

Definice 3.1 Funkce f: N — N je ¢asové konstruovatelné,
pokud existuje (deterministicky!) TS, ktery se pro kazdy
vstup délky n zastavi v case f(n).

Definice 3.2 Funkce f : N — N je prostorové konstru-
ovateln4, pokud existuje (deterministicky!) TS, ktery pro
kazdy vstup délky n pouzije pravé prostor f(n).

Véta 3.1 Jsou-li f| + fo, fo Casové konstruovatelné funkce
a plati-li

filn) >n A Je>0V*'n fi(n) > efa(n) + (1 + ¢)n,
potom je 1 fi ¢asové konstruovatelna.

Dukaz: Necht M; je TS pracujici v case pravé fi + fo.
Necht M5 je TS pracujici v ¢ase pravé fs.

Budeme konstruovat stroj M., ktery by meél pracovat
v case pravé fi. Nasi snahou je ,odecist“ cas fs. Jediné,
¢eho muzeme pouzit, je véta o zrychleni. Urychlime vypocet
M.V zrychleném rezimu M; odsimulujeme jen tolik kroki,
abychom vypocet urychlili o fs. Poté jiz nechdme M,
dobéhnout nezrychlené.

Necht r > 6 je vhodné pfirozené ¢islo. (Volbou r se
budeme zabyvat pozdé&ji.) V prvni fazi M, zahusti vstup
na tfi pasky. Na prvni pédsce bude urychlovan TS My,
na druhé bude urychlovan TS M, a treti paska slouzi
k odstranéni pocatecniho zpozdéni M.

Na prvni pasku je vstup zahustén r-krat, na druhou a
teti pasku (r — 6)-krat. V pribéhu prvni faze poéitd M,
modulo r — 6, pokud fize nekoné¢i v case délitelném r —
— 6, provede M, nékolik (nejvys r — 5) krokt tak, aby faze
skoncila v case délitelném r — 6.

Cas prvnf faze je tedy presné

(r—6)~[rﬁ6-‘.

V druhé faz je M; urychlovan na prvni péasce po dobu
6 - ([n/(r—26)] + 1) kroki. Pocet kroki je kontrolovan
posuny na tieti pasce. Za tuto dobu vykoné urychleny M;
r-([n/(r—6)] + 1) krokd.

Cas prvnich dvou fazi je pfesné

<r_6>.u_6}+6.[ﬁ]w:r[r%}w

Dosud bylo odsimulovéno r - [n/(r — 6)] + r krokd M;.

Ve treti fazi pockdme r — 6 kroku. Tim jsme doséhli toho,
7e v pribéhu prvnich tFi fazi jsme odsimulovali stejny pocet
kroku My, jaky jsme spotiebovali cas.

Ve ctvrté fazi simulujeme My na druhé pasce a soubézné
pokracujeme v simulaci M7 na pasce prvni. Stroj M, se

nemusi zastavit presné ,na konci tanecku“. Proto je stroj
M, informovan o tom, kolik krokd (k < r — 6) stroje M»
chybélo k dokonceni tanecku.

Vyékdanim k& = (r — 6)[f2(n)/(r — 6)] — fa(n) krokid

zakonc¢ime ¢tvrtou fazi.

Doba trvani ¢tvrté faze je 6] fa(n)/(r — 6)]+k. V pribéhu
ctvrté faze je provedeno r[ fa(n)/(r — 6)] krokt M. Stroj
M je tedy ve ¢tvrté fazi urychlen o

=6 28]~k = po)

kroki.

V péaté fazi je na prvni pasce stroj M; dosimulovan jiz
nezrychlované. Celkovy ¢as vypoctu stroje M, je tedy (f1 +
+fo)—fo=f1.

Jesté je treba ovérit, ze je mozno zvolit takové r, aby
simulace stroje M7 neskoncila v pribéhu prvnich ¢tyr fazi.
K tomu je potfeba, aby

(i + f2)(n) > G?J +1) . [%w

Odhadnéme

r([rig‘ —i—l) +r- H:Z%ng-‘ <3r+ ﬁ(fz(n)‘i‘”)

7, predpokladu véty pro vhodné ¢ > 0 plati
V'n fi(n) > efa(n) + (1 + ¢)n.
Zvolime-li r tak, aby r/(r — 6) < 1+ ¢, pak

Vn 3r 4+ ﬁ(fz(n) +n) < (1+¢)(f2(n) +n).
Odtud dostavame pozadovany odhad

Vi (fi + f2)(n) = (L+¢)(fa(n) +n) >

> 31+ ﬁ(fz(n)-l—n) Zr(’rﬁ-‘ +1) +r H}%”GW

Konecné mnoho vyjimek je osetieno zvlast. o

Véta 3.2 Pokud 3¢ > 0V*n f(n) > (1 + ¢)n, pak f je
casové konstruovatelna, pravé kdyz je vycislitelna v Case

o(f).

Duikaz: Je-li f casové konstruovatelna, pak ,ji“ muzeme
pouzit jako ¢asové pocitadlo a psat 1 na vystupni pasku,
dokud pocitadlo pocita.

Naopak, oznacime g(n) pfesny ¢as TS M, ktery funkci f
pocita v ¢ase O(f(n)). (Tedy ¥*n g(n) < ef(n) pro vhodné
c.) Casovéa konstruovatelnost funkce f plyne z véty 3.1.
Funkce g je totiz casem TS M, funkce f + ¢ je casem TS,
ktery ,,po dopocitani stroje M spocita pocet 1 na pésce®.

Ukézeme jesté existenci vhodného e. Necht ¢y, €5 a e3
jsou kladné realn4 cisla takova, ze

V'n f(n) > (1+e1) - n
(T—e)(lT4e)>1
ez = min{ea/e, (1 —e2)(1+ 1) — 1}
Potom
V'n f(n) =ez- f(n)+ (1 —e2)- f(n) >
> (e2/¢) - g(n) + (1 = £2)(1 +20)n > 25 g(n) + (1 + 3.
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Piiklad 3.1 Funkce n*, n!, ¢?, Q”k, n[log n]k, nlog* n jsou
casové konstruovatelné.

Véta 3.3 Funkce [ je prostorové konstruovatelna, prave
kdy?7 je vydcislitelna v prostoru O(f).

Duikaz: Staci pouzit vétu o kompresi.

Dusledek 3.3.1 Kazda casové konstruovatelna funkce je
prostorové konstruovatelna.

Piiklad 3.2 Funkce [logn] je prostorové konstruovatelné.

Véta 3.4 Je-li f rekurzivni funkce, pak existuje casové
konstruovatelnd funkce g, ktera je v§ude vétsi nes f (neboli

Vn g(n) > f(n)).

Dukaz: Necht M je TS, ktery pro vstup 17 dava vystup
15" Necht M’ je TS, ktery pro vstup x davé vystup 1171,
Necht M" je TS vznikly spojenim M’ a M. (M pracuje na
vystupu M'.)

Oznaéme g(n) cas stroje M"” stradveny na vstupu délky
n. Z konstrukce g vyplyva, ze ¢ je casové konstruovatelna a
vétsi nez f.
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4 Zakladni véty o t¥idach Casové/prostorové omezenych vypocti (15. dubna

1998)

Omezime se v dalsim na Turingovy stroje, jejichz hlavy
na vstupnich péaskach nemohou ,prejet“ prvni symbol
blank. Jinak by mozné polohy hlav na vstupnich paskich
ovlivnily pocet raznych konfiguraci TS. Déle se omezime
na Turingovy stroje s jednou hlavou na kazdé pasce. Bez
omezeni by se tiidy DSpace(s) a NSpace(s) nezménily,
ale mohly by byt jiné t¥idy DTime(t) a NTime(t).

Definice 4.1 DTime(t),
NSpace(s).

DSpace(s), NTime(t),

Véta 4.1 Pocet ruznych konfiguraci které mohou byt
dosazeny v pribéhu vypodtu TS v prostoru s(n) > logn
je nejvys 200,

Poznamka 4.1 Stav vystupnich péasek neni soucésti konfigura-
ce, stav vstupnich pések se az na polohy hlav neméni.

Duikaz: Dosazitelnych konfiguraci je nejvys
(1 +1) - (24 1)+ (g + 1) (S5 -[Q] - s(m)",

kde n = nq + ny + - - + n; je délka vstupu (n; jsou délky
vstupu jednotlivych vstupnich pasek), ¥ je abeceda pések,
k je pocet pracovnich péasek a @ je mnozina vnitinich stavi.
Vyraz muzeme popsat tvarem

eleh ~O(1)5(”) ) S(R)o(l) L0(1) = O .O(l)s(n).
>

Za predpokladu s(n) logn pak dostavame n®() .

L0(1)*(M) = O(1)*(m) = 206}

Poznamka 4.2 Je-li |4| délka popisu prechodové funkce stroje
M prekédovaného do bindrni abecedy, pak pocéet moznych
konfiguraci v prostoru s(n) je nejvys 2l1(s(n) log ntlog s(n)+1)
Véta 4.2 Ke kaZdému TS pracujicimu v prostoru s(n) >
> log n, kde s je prostorové konstruovatena funkce, existuje
TS pracujici ve stejném prostoru, ktery se vidy zastavi.

Dukaz: Dany TS mize mit nejvys 2°6() rignych
konfiguraci. Staci pidat pocitadlo do 200G () a p¥i dosazent
pocitadla vypocet zarazit. (Pocitadlo potfebuje prostor
O(s(n)), pouzijeme vétu o kompresi.)

Poznamka 4.3 Predchozi véta plati i v pripadé, kdy méame
zajisténo, ze TS pracuje v omezeném prostoru s > logn.
Pfesnou velikost prostoru predem znat nemusime. (Zda se TS
zacykli, testujeme pomoci casového pocitadla velikosti, kterou
zvétSujeme s tim, kolik prostoru T'S doposud spotreboval.)

Poznamka 4.4 Podle predchozi poznamky pro prostorové
konstruovatelnou funkci s > log n existuje deterministicky TS,
ktery spotfebuje prostor s a zastavi se.

Véta 4.3 Je-li t(n) > n casové konstruovatelnd a s(n) >
> log(n) prostorové konstruovatelna, potom

D...(f)y CN...(f)
NTime(t) C DSpace(t)
NSpace(s) C DTime(?O(s))

Dukaz: Prvni vztah je trividlni vzhledem k tomu, Ze
deterministicky TS mizeme chapat jako specidlni piipad
nedeterministického TS.

K dikazu platnosti druhého vztahu si staci uvédomit,
ze ,viceznacnou® prechodovou funkci TS mizeme nahradit
funkef nejvys dvojznaénou (pripadné pravé dvojznacénou).
Samoziejmé kvili tomu musime zvétsit stavovy prostor
TS. Vypocetni cas se také konstanta—krat prodlouzi. Nyni
stac¢i pfidat pasku délky O(t) obsahujici nuly a jednicky.
Simulujici TS se v kazdém taktu posune po piidané pésce
a podle symbolu na péasce vybere prislusnou vétev vypoctu.
Staci ndm tedy prostor O(t). Podle véty o kompresi staci ¢.

Moznych konfiguraci TS pracujiciho v prostoru s je 20(s).
Dany TS muzeme upravit tak, aby mél jednoznacnou kon-
covou konfiguraci a aby stale jesté pracoval v prostoru s.
Nejprve popiseme princip simulace v ¢ase 2°0). Simulace
ve skutecnosti zjistuje, zda existuje prichod grafem moz-
nych konfiguraci od pocatecni ke koncové konfiguraci. Graf
konfiguraci TS obsahuje konfigurace jako vrcholy. Hrany ve-
dou z konfigurace a do konfigurace 3, pravé kdyz prechodo-
va funkce TS umoznuje v jednom kroku ptejit z konfigurace
a do konfigurace 3. Uvédomte si, ze stupné vrchola grafu
jsou omezeny konstantou. (Konfigurace 5 se od konfigura-
ce o muze lisit pouze stavem a lokalnim okolim hlav.) Pro
simulaci si opét pfidadme pomocnou pasku, slouzici k ozna-
covani jiz dosazenych vrcholu. Na tuto péasku zapiseme 1
na k-té policko v pripadé, ze k-ta konfigurace je dosazitelna
z pocatecni konfigurace. ,Konfiguraci budeme chapat jako
binarni zapis svého ¢isla“. Pouzijeme-li na graf konfiguraci
prohledavani do hloubky, musime jesté odsimulovat zdsob-
nik vrcholi (na dalsi pFidané pésce). Jedna operace se ,z4-
sobnikem“ néds bude stat ¢as O(s). Zjisténi, zda byl vrchol
ji# zpracovan, nés stoji ¢as 2°0). Pro celkovy ¢as pricchodu
grafem konfiguraci do hloubky dostavame cas O(N - O(s) +
—|—M~20(5)), kde N resp. M je pocet vrcholt resp. hran grafu
konfiguraci. Po dosazeni N = 200 M = 290) dostavame

N -O(s) + M -200) = 206) . 0(5) 4 200) . 90(5) = 90(5),

|

Poznamka 4.5 Pri dikazu druhého tvrzeni jsme mohli vyuzit
pridané pasky s dostateéné velkou abecedou, abychom pokryli
Hibovolné velky“ nedeterminismus daného TS. Tim bychom
vynechali fazi prevodu na T'S s dvojznacnou prechodovou funkci.

Véta 4.4 (Savitch) Je-li s(n) > logn prostorové konstruo-
vatelna funkce, pak

NSpace(s) C DSpace(s?)

Dikaz: K dikazu Savitchovy véty pouzijeme opét odhad
poctu moznych konfiguraci TS. Tento pocet (p = 2909)) je
hornim odhadem ¢asu nejrychlejsitho vypoctu.

Popis algoritmu se asi zjednodussi, zavedeme-li proceduru
(funkci) Access2%(a, 3), kterd vyda true, pravé kdyz je
konfigurace 3 dosazitelnd z konfigurace o v nejvys 2%
krocich.
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procedure Access(k,a,);
var ~ : Konfigurace;

begin
if k=0then Access = (a=0)or Newt(wa,pf)
else
begin
Access = false;
for v € Konfigurace do
if Access(k—1,a,v) and
Access(k —1,7,5) then
Access := true
end
end

Alg. 1: Funkce Access 2%

Velikost lokalnich proménnych funkce je O(s) a funkce
Access 28 (k > 0) vold pouze funkei Access 2¥~1. Funkce
Access 20 z4dné funkce nevola.

Prostor potfebny pro funkci Access_2% véetné rekurentné
volanych funkel je tedy k - O(s). Proto Access2/1°8r]
vyzaduje prostor O(s) - O(s) = O(s?).

Na zévér je tfeba si uvédomit, ze pfi simulaci na TS si
vystacime se stejnym prostorem.

Poznimka 4.6 Predpoklad s(n) > logn byl vyuzit k odhadu
poctu ruznych konfiguraci. Konstruovatelnost je potreba k tomu,
abychom mohli ,naalokovat misto pro proménné*“.
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5 Vé&ty o hierarchii (29. zaFi 1997)
Vé&ta 5.1 Jsou-li s, s' prostorové konstruovatelné funkce,
s’ € w(s) a §'(n) > logn, pak existuje jazyk v tFidé

DSpace(s’)\ DSpace(s)

Dikaz: K diukazu je pouzita tzv. diagonalni metoda.
Definujeme jazyk L néasledovné: 150z € L pravé kdyz =
kéduje DTS, DTS, nepfijme 1¥02 v prostoru s a universalni
TS provede simulaci v prostoru s’.

Nejprve ukazeme, 7ze L je z DSpace(s'). Ze vstupu 1%0z
jsme schopni vygenerovat vystup (1¥0z|z) s konstantnim
pracovnim prostorem. Universidlni TS provede simulaci
na vstupu (1¥0z|z) v prostoru s’. K dokoncen{ prvni casti
dikazu potfebujeme trik (ktery budeme pozdéji pouzivat u
transformaci v logaritmickém prostoru).

Problém je v tom, ze miize byt |z| > s'(|1%0z]), takze ne-
méme dost pracovnfho prostoru, abychom zaznamenali cely
vstup universidlniho TS. Misto toho si pamatujeme pouze
polohy hlav na vstupnich paskach universidlniho TS. Pokaz-
dé, kdy potfebujeme znat obsah policka vstupni pasky uni-
versalniho TS, spustime znovu algoritmus generujici vstup
a cekame, az bude vygenerovano pifslusné policko. Ostatni
symboly vstupni pasky nds v tuto chvili nezajimaji. (Po-
tfebujeme k tomu pomocné pocitadlo az do délky vstupni
pésky.)

Celkem nam k simulaci universalniho TS staci pracovni
prostor O(1) + 2log(|1%0z]) + 2log(|z]) + s = O(s'(n)).
Podle véty o kompresi ndm staéi prostor s’'(n).

V druhé é4sti diikazu ukdzeme, ze L nenf z DSpace(s).

Necht y je DTS rozpoznavajici L v prostoru s. Podle véty
o simulaci universalni TS simuluje DTS, v prostoru ¢y - s.
Protoze s’ € w(s), existuje n > 1+ |y|, pro né&jz ¢, - s < s'.

Pro slovo 17~1¥=10y m4 universlni TS dost prostoru
na to, aby provedl celou simulaci. Algoritmus tedy slovo
17=191=10y pFijme, pravé kdyz jej TS, neptijme. TS, tedy
neptijima jazyk L. 5

Vé&ta 5.2 Jsou-lit, t' casové konstruovatelné funkce a t' €
€w(tlogt) ade > 0t > (1+¢e)n, pak existuje jazyk v tFidé

DTime(t')\ DTime(t)

Dikaz: K dikazu je opét pouzita diagonalni metoda.
Definujeme jazyk L néasledovné: 1%0x € L pravé kdyz =
kéduje DTS, DTS, nepfijme 1%02 v ¢ase t a universalni TS
provede simulaci v case .

Dikaz pifslusnosti L do DTime(t’') je nyni jednodussi.
V ¢ase O(|1%0z|) pripravime vstup (1*0z|z) universalnimu
TS a spustime jej. Cas spotiebovany algoritmem je
O(|1%0z|) + ¢ = O(t'), a protoze t' > (1 + &)n, staéi nam
podle véty o zrychleni cas t'.

Dikaz druhé c¢éasti je obdobny jako v predchozi vété.
Jediny rozdil je v tom, ze pracuje-li TS, v case t, pak
universiln{ TS odsimuluje TS, v case ¢, - tlogt. o

Poznamka 5.1 Potrebovali jsme zde to, Ze na kazdé pésce je
jedina hlava!

Vé&ta 5.3 Jsou-li s, s' prostorové konstruovatelné funkce,
s € w(s) a s'(n) > logn, pak existuje jazyk v tFidé

NSpace(s')\ NSpace(s)

Dukaz: Dikaz by byl Gplné stejny, jako diukaz hierarchické
véty pro DSpace, pokud bychom uméli univerzilnim
strojem v prostoru ¢, - s;(]y|) nedeterministicky testovat,
zda NTS, nepfijme vstup y. To je garantovano nasledujici
vétou.

Véta 5.4 Pro prostorové konstruovatelnou funkcei s(n) >
> logn existuje funkce co, kterou je mozno vycislit
deterministicky, s nasledujici vlastnosti:

Je-li L jazyk rozpoznavany pomoci NTS, v prostoru
s, pak jazyk co — L je rozpoznavany pomoci N'TS.,)

d
v prostoru s. (x € L &, gco—1)

Dikaz: NTS.,) bude pracovat ve fazich. V i-té fazi
spocitad pocet p(i) dosazitelnych konfiguraci stroje NTS,
v Case nejvys i (zdroven testuje zda je mezi nimi pfijimaci
konfigurace). Pokud je mezi nimi pfijimaci konfigurace,
vypocet stroje NT'S;,(,) kon¢i zamitnutim. Ve chvili, kdy
p(?) = p(i+1) a z4dnd (dosud) dosaziteln4 konfigurace nenf
prijimaci, stroj NTSS;,(,) prijme.

7Zbyvéa ukazat, jak na zakladé p(i) NTS.,() zjisti, zda
dana konfigurace « je ¢i neni dosazitelnd v case 7 + 1.
K tomu staéi projit vSechny konfigurace §; (j =1...p =
= 29(s)) a p(i)-krat uhodnout, ze konfigurace v, =
= B, (k= 1...p({) < p) je dosazitelnd v Case nejvys
t. Pro kazdou takto uhodnutou konfiguraci 7; je tfeba
nejvys i—krit uhodnout predchézejici konfiguraci d, (¢ =
= 1...ig < i), abychom zkontrolovali, ze konfigurace
je skutecné dosazitelna. Pokud kontrola selze, tato vétev
vypoctu zamité. Je-li nyni o dosazitelnd v nejvys jednom
kroku z v, je a dosazitelnd v case nejvys i. Pokud neni o
dosazitelnd v nejvys jednom kroku z v, pokracuje vypocet
dalsim j. Je-li na konci cyklu k < p(7), tato vétev vypoctu
zamita. Je-1i na konci cyklu k = p(7) a o nebyla dosazitelna
v nejvys jednom kroku z zadné z konfiguraci v., pak «
neni dosazitelnd v case nejvys i. Uvedeny test bud konci
zamitnutim (nesprdvné uhodnutd vétev vypoctu), nebo
odpovédi ANO, nebo odpovédi NE. Test nemtze odpovédét
nespravné.

NTS.o(z) spocita p(i + 1) prichodem vsech konfiguract
am (m = 1,...,p). Pro kazdou konfiguraci otestujeme
na zékladé p(i), zda je dosazitelnd v case i + 1. Za kazdou
odpovéd ANO zvysi pocitadlo (pfedtim vsak testujeme, zda
se jedné o konfiguraci prijimaci).

Prostorové naroky stroje N'T'S.,(, jsou nasledujici: Je-li p
pocet konfiguraci NTS,, pak i, p(¢),p(i +1),j,k, &,m<p =
= 200). Zvolime-li dostateéné velkou abecedu pracovnich
péasek, staci ndm na zakdédovani cisel i, p(7) a p(i + 1)
a konfiguraci am,, 5;, Yk, d¢ prostor s. Konstrukce stroje
NTS () byla popsana algoritmicky. —
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Translaéni lemma

Translacni lemma je zalozeno na principu anglicky
zvaném padding. Tento princip bude popsidn nasledujici
vétou.

Definice 5.1 Pro funkci f(n) > n a jazyk L definujeme
jazyk L; nésledovné:

Ly Y1k 00 |2 € LAk + 1+ [2] = f(|2])}
(Slovo ,odpovidajici“ slovu & ma délku f(|z|)).

Véta 5.5 (Prodlujovaci casovd) Necht f(n) je dasové
konstruovatelnd funkce vétsi ne7 n + 1 a g(n) je fasové
konstruovatelnd funkce vétsi ne# (1 + ¢)n pro néjaké ¢ >
> 0. Pak L € DTime(g(f(n))) & Ly € DTime(g(n)) a
obdobné L € NTime(g(f(n))) & Ly € NTime(g(n)).

Véta 5.6 (Prodluovaci prostorova) Necht f(n),g(n) jsou
prostorové konstruovatelné funkce vétsi nez n. Pak I, €
€ DSpace(g(f(n))) & Ly € DSpace(g(n)) a obdobné
L € NSpace(g(f(n))) & Ly € NSpace(g(n)).

Dukaz: Mé&me algoritmus s niroky“ g(f(n)) rozpozné-
vajici L. Zda ,y € L;7“ mizeme rozhodnout nasledujicim
algoritmem: Nejprve zkontrolujeme, ze y je tvaru 1%0z. Da-
le zkontrolujeme, 7e k + |2| + 1 = f(|z]). K tomu potie-
bujeme néarok velikosti |y| (generujeme f(|z|) a pokud vy-
sledek presdhne |y|, zamitdme). Poté zkontrolujeme s néro-
kem g(f(lz])) = 9(lyl), 7ze # € L. Pouzitim véty o linedr-
nim zrychleni resp. o linearni kompresi vytvotime algorit-
mus s naroky g(n) rozpoznavajici L.

Mgjme naopak algoritmus ,,s naroky“ g(n) rozpoznivaji-
cl Ly. Zda ,x € L7 milzeme rozhodnout nasledujicim al-
goritmem: Nejprve vygenerujeme y ve tvaru 1/(zD=1e1=10
K tomu potiebujeme narok velikosti O(f(|z])). Poté zkont-
rolujeme, s narokem g(|y|) = g(f(|z])), Ze y € Ls. Pouzitim
véty o linedrnim zrychleni resp. o linearni kompresi vytvo-
fime algoritmus s naroky g(f(n)) rozpoznavajici L.

Véta 5.7 (Translacni lemma — dasova formulace) Necht 11,
ta, f jsou ¢asové konstruovatelné funkce, necht f(n) > n+1,
ade > 0t1(n),t2(n) > (14 ¢)n, pak

DTime(t:(n)) C DTime(ts(n)) =
= DTime(t,(f(n))) € DTime(ts(f(n)))
a podobné
NTime(t,(n)) C NTime(ts(n)) =
= NTime(t1(f(n))) C NTime(t(/(n)))

Dukaz: Necht A € DTime(t1(f(n))). Podle prodluzovaci
véty je Ay € DTime(t1(n)). Z predpokladu implikace pak
A; € DTime(t2(n)). Opét z prodluzovaci véty dostavdme
A€ DTime(ta(f(n))).

Stejné pro NTime.

Poznamka 5.2 Vzhledem k hierarchickym vétdm pro DSpace
a NSpace ztrici prostorova formulace translaéniho lemmatu na
vyznamu.

Stejny dikaz jako casova formulace translacniho lemmatu
mé nésledujici prostorova formulace:

Véta 5.8 (Translacni lemma - prostorovd formulace)
Necht sy, ss, f jsou prostorové konstruovatelné funkce,
necht f(n), s1(n), sa(n) > n, pak

DSpace(si(n)) C DSpace(sz(n)) =

= DSpace(si(f(n))) C DSpace(s2(f(n)))
a podobné

NSpace(si(n)) C NSpace(sa(n)) =
= NSpace(s1(f(n))) € NSpace(s2(f(n)))

Silnéjsi tvrzeni dostaneme, pokud se nebudeme opirat
o prodluzovaci lemma. V predpokladech nepotfebujeme
s1(n), s2(n) > n. Stacéi sa(n) > logn a sa(f(n)) prostorové
konstruovatelna.

Dukaz: Dikaz provedeme zaroven pro deterministickou i
nedeterministickou formulaci. Typ stroje totiz nebude v
dikazu hrat zadnou roli.

V dikazu pouzijeme misto jazyka L; jazyk Lo definova-

ny na zakladé stroje M; rozpoznavajiciho L v prostoru
s1(f(n))
Ly = {z01* | M; p¥ijme = v prostoru nejvys s;(|z| + 1 +
+ k)} Stroj Ms rozpoznivajici Ls vytvoiime nésledovné:
Vytvorime modifikaci M] stroje My, kterd ma jedinou jed-
nostrannou pracovni pasku, a pracuje v nejvys tak velkém
prostoru jako My. Pro y na vstupu Ms nejprve oznadi s1(|y|)
policek pasky (s1 konstruovatelnd), pak M, simuluje M/ a
prijme dané slovo, jen pokud M/ prijal pouze s pouzitim
oznacenych policek.

Ziejmé My pracuje v prostoru s;(n), takie Ly je mozno
rozpoznat v prostoru si(n) a podle predpokladu implikace
také v prostoru sa(n). Necht Mz rozpozndva Lo v prostoru
sa(n).

Vytvorime stroj M4 rozpoznévajici jazyk L1 nasledovné:
Pouzijeme modifikaci M} stroje Ms, takovou, ze stroj M} se
pro kazdy vstup zastavi. My bude simulovat M4 postupné
na vstupech 201" pro i = 0,1,.... Kdykoli je ¢teci hlava
stroje M4 uvniti z, je hlava M4 na odpovidajicim misté.
Je-li vsak hlava M} napravo od x, M4 pouzivi pocitadla
k evidenci jeji polohy. Délka pocitadla je nejvys 1 + logz.
Pokud M} prijme, pak My prijme. Jinak My zvétsi ¢, pokud
pocitadlo neptesdhne so(f(n)) policek pasky. Ve chvili, kdy
pocitadlo presdhne so(f(n)) policek pasky, M4 odmitne.

Nyni jestlize My prijal z, tak M3 pfijal pro néjaké ¢ vstup
2017, tedy 201" € Ly a M pFijme z, tedy x € L.

Jestlize naopak = € Ly, pak z01¢ € Ly pro i = f(|z|) —
— |z| — 1. Pocitadlo na ¢ potebuje log(f(|z]) — |z| — 1) <
< sao(f(|x])) prostoru. o

Cviceni 5.1 Dokazte, ze DTime(2") C DTime(n2").
(Pouzijte translacni lemmapro f=2" a f =n+2".)
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6 Na hranici vy¢islitelnosti (16. dubna 1998)

Definice 6.1 Funkce f N — N U {7} je C4stecné
rekurzivni, pokud existuje (deterministicky) Turingliv stroj
M, ktery se pro vstup 17 zastavi, pravé kdyz je f(n) € N.
Pokud se M zastavi, pak vyda vystup 17(%).

Definice 6.2 Césteéné rekurzivni funkce f : N = N je
totalni (rekurzivnf).

Definice 6.3 Jazyk L je rekurzivné spocetny, pokud
existuje (deterministicky) Turingiv stroj, ktery se pro vstup
x zastavi, pravé kdyz x € L.

Definice 6.4 Jazyk I je rekurzivni, pokud existuje (de-
terministicky) Turingtv stroj, ktery se vidy zastavi a pro
vstup z € L vyd4 odpovéd ANO.

Méjme universalni stroj U simulujici vSechny determinis-
tické Turingovy stroje (s jednou vstupn{ paskou nad abece-
dou {0,1}).

Necht {T'My}72, je posloupnost Turingovych stroji od-
povidajici vstupim k universalniho stroje U. (Pro nékterd
k nemusi byt T'M}, Turinglv stroj, ovsem v posloupnosti se
vechny Turingovy stroje vyskytuji.)

Definice 6.5 Je-li TMj deterministicky Turingiv stroj,
oznacme sp(n) € N U oo jeho prostor a Ly jazyk jim
rozpoznavany.

Lemma 6.1 Existuje TSM, ktery pro vstup k,n, m roz-
hodne, zda T My, je deterministicky Turingiv stroj a zda
sk(n) < m. Stroj M k rozhodnuti potfebuje prostor sy <
<n+(m+logn+ 1)[logk].

Diikaz: Vytvofime stroj M’ modifikaci universélnfho stro-
je. Stoj M’ nejprve zkontroluje, zda k kéduje prechodovou
funkci, a poté pro kazdy vstup délky n provedeme simulaci
v prostoru m, (pfidanim ,hodin“ do poctu konfiguraci stro-
je T My, zajisti konecénost vypoétu). Na hodiny potiebujeme
podle pozndmky 4.2 prostor Hlog k1-(m+log n+log m—i—l)] )
Na simulaci stacéf prostor [log k]-m, navic potiebujeme pro-
stor n pro generovani{ vsech vstupu délky n.

Pozadovany stroj M vytvorime ze stroje M’ na zdkladé
véty o linedrni kopresi.

Lemma 6.2 (O koneéném pocétu vyjimek) Necht L je
libovolny jazyk. Pro kazdé k a ng existuje K tak, zZe
je-li TMy, deterministicky Turingiv stroj, je 1 TMg
deterministicky Turingiv stroj, navic pro x > ng plati © €
Elg<orelyaprox<ngplatizx € Ly < x € L.

Dale pro n > ng je sg(n) = si(n) a pron < ng je
sg(n)=1.

Dukaz: Pro libovolny koneény jazyk existuje konecny
automat, ktery jej rozpoznava. Turingiv stroj T Mg
nechdme pro vstupy del§i nez ng pracovat jako stroj
TMy. Pro vstupy délky nejvys ng pouzijeme konecény
automat rozpoznavajici jazyk L N {0,1}<"°. K rozvétveni
potfebujeme pridat do Fidici jednotky pocitadlo do ng a
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na zac¢atku vypoctu ovéfit, zda vstup je/neni dels{ nez ny.
(Pokud do zpotiebovaného protoru TS pocitdme i stanf
na policku blank bez snahy zapisovat, musime vychazet
7 jednopaskového stroje ptijimajictho jazyk Li v prostoru

Sk.) |:[

Véta 6.3 (Borodinova o mezerdch) Necht g(n) > n je to-
talni rekurzivni funkce, pak existuje totalni rekurzivni funk-
ce s(n) takovd, 7e DSpace(s(n)) = DSpace(g(s(n))).

Dukaz: Pro kazdé m definujeme s(m) > 1 na zdkladé
s1(m),...,8m(m). Zajistime, aby #adné z sip(m) | k =
=1,...,m nepadlo do intervalu (s(m), g(s(m))).

Je-li pak Ly € DSpace(g(s(n))), pak, jelikoz pro n > k
plati sg(n) < g(s(n)) & sp(n) < s(n), je si(n) < s(n) pro
n > k. Podle lemmatu o koneéném poctu vyjimek existuje

K tak, 7e Lx = Ly a sg(n) < sk(n) < s(n) pron >k

= 1< s(n) pron <k’
tedy Ly € DSpace(s(n)).

Uvedenou podminku zajistime napfiklad nasledovné:
Postupné volime s z posloupnosti 1, ¢(1), ¢(g(1)),...a vidy
testujeme, zda Yk < m plati (sx(m) < s & sp(m) <
< ¢(8)). Kdyz je podminka poprvé splnéna, zvolime s(m) =
= s. Protoze g(n) > n, kazdé k muze zabrinit splnénf
podminky nejvys jednou a podminka je splnéna pro nékteré

se {9V (o o

Pozniamka 6.1 (modifikovan4 véta o mezerach) Je-li navic
zadana rekurzivni funkce f, mizeme v Borodinové vété o
mezerach pozadovat s(n) > f(n).

Staci totiz volit s z posloupnosti f(n),g(f(n)), g(g(f(n))),.. ..

Dusledek 6.3.1 Pokud v modifikované vété o mezerach
g(n) & O(n) je prostorové konstruovatelna, pak s p¥i poZa-
davku s(n) > logn neni prostorové konstruovateln.

Dukaz: Pokud by byla s(n) prostorové konstruovatelné,
byla by i g(s(n)) € O(s(n)) prostorové konstruovatelné.
Navic s(n), g(s(n)) > logn. Podle véty o hierarchii pak ale

DSpace(s(n)) # DSpace(g(s(n))). O

Véta 6.4 (Blumova o zrychleni) Necht r je totalni rekur-
zivni funkce, pak existuje rekurzivni jazyk L takovy, ze L; =
=L =3jL; = LAY*nr(s;(n)) < si(n).

Dukaz: Nejprve si uvédomme, ze bez Gjmy na vSeobec-

nosti mizeme predpokladat, ze r je neklesajici prostorové

konstruovatelna funkce a r(n) > n2. (Necht r/(n) je délka

nejvice popsané pasky pii vipoctu »(1), r(2), ..., r(n), n%)
Definujme funkci h nasledovné:

(Vsimnéme si, ze h(n) > 22n_1.)
Pokud se ndm podaii definovat jazyk L C 0* spliujici
nasledujici dvé podminky, bude dikaz u konce:

1) Ly = L=VY*n sg(n) > h(n—k)
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D Vk3IjL;=LAsj(n)<h(n—k)

Staci potom totiz v prvni podmince zvolit k£ := ¢ a v druhé
k := i+ 1. Dostdvame tak r(s;(n)) < r(h(n —i —1)) =

Y*n
=h(n—1i) < si(n).

Pro kazdé n vybereme nejvys jeden prostorové nenaroény
Turinguv stroj a zajistime, aby nerozpoznaval jazyk L.
Tento stroj T'M, ) je zvolen tak, aby o(n) bylo nejmensi
i < n takové, ze s;(n) < h(n —1) a Vi < n o(i') #
# 1. Aby Turingiiv stroj T'M(,) nerozpoznaval jazyk L,
piidame do L slovo 07, pravé kdyz 0" € Ly(,y. Pokud o(n)
neni definovano, pak do L slovo 0" nepiidame. Rekneme,
7e T'My () byl zrusen slovem délky n.

Existenéni dikaz prvni podminky: Existuje ng > %k
takové, 7e Vj < k plati o(n) = j = n < ng. Potom v8ak
pro n > ng je si(n) > h(n—=k), nebo je T My, zrusen slovem
délky nejvys n. Je-li vsak Ly = L, pak T My nemtze byt
nikdy zrusen.

Dikaz druhé podminky: Rozmysleme si nejprve, co musi
T'M; znat k rozhodnuti, zda slovo 0" € L.

1 Pokud existuje ¢ = o(n), je potieba jej znat a zjistit,
zda T'M; ptijme 0" nebo ne.

2 K gjisténi, ze i = o(n) potiebujeme zjistit, ze s;(n) <
< h(n —1), 7e TM; nebyl zrusen kratsimi slovy a 7e
zadné i’ < i nemé takovou vlastnost.

Algoritmus pfijimajici L muze pracovat tak, ze postupné
pro kazdé m najde o(m) a poznamend si jej do seznamu
zrusenych stroji. Aby vsak algoritmus zjistil, zda s;(n) <
< h(n — 1), potFebuje pro provedeni{ simulace prostor
sm(i,n) = n+ (h(n —14) + logn + 1)[logi]. TM; ale smi
pouzit prostor nejvys h(n—k). Protoze spr(i,n) > h(n—1),
T M; nesmi simulovat stroje TM; pro ¢ < k.

Resenim je zvolit ng obdobné jako v ditkazn prvni
podminky a koneéné mnoho piipadi pro n < ng vyfresit
v koneéné jednotce. Cislo ng zvolime tak, aby navic platilo
92T no > 64 (tim zaruéime h(n — k — 1) > n
a (1 + logn)[logn] < n pro n > ng). Navic je potieba
mit v koneéné jednotce seznam vsech zruSenych stroji pro
slova kratsi nez ng. Algoritmus pak musi budovat seznam
zrusenych stroji az od m > ng, nemusi pritom simulovat
stroje T'M; pro i < k.

Pro prostor sy (4, m) potiebny na simulaci pro n > m >
>ngam>i>kplatl syr(i,m) < n+ (h(n—k—1)+
+logn+1)[logn] < 2n+h(n—k—1)[logn] < 2n+h(n—
—k=1)n—-1)<2h(n—k=1)+h(n=k=1)-(h(n—k—
—1)=2)=h(n—k—-1)2<r(h(n—Fk—1)) = h(n—k).

Seznam zrusenych stroji je dlouhy n[logn] < n? < h(n—
—k—1)2<r(h(n—k—1)) = h(n—k). Stroj TM; vznikne

z popsaného stroje pouzitim véty o linedrni kompresi.
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7 Zakladni t¥idy slozitosti (28. kvétna 1998)

Definice 7.1
Log = DSpace(logn)
NLog = NSpace(logn)

PolyLog = U D,S'pace(logi n)
i>0
P= U DTime(n')
i>0

NP = | | NTime(n')

i>0
PSpace = U DSpace(n')
i>0
NPSpace = U NSpace(n')
i>0
DExT = | | DTime(2")
c>0
NEzT = || NTime(2°")
c>0
EzpSpace = U DSpace(2°")
c>0
EzPTime = | | DTime(2"")
c>0
NEzPTime = | ] NTime (2"")
c>0

Poznamka 7.1 V nazvu DExT se nevyskytuje pismeno P, za-
timco v ndzvu ExPTime ano. V prvnim piipadé se v exponentu
nevyskytuje polynom, zatimco v druhém ano.

Vyskyt tivodniho pismene D zduraznujictho determinismus je
také nesystematické.

Ponékud divné je to s ExpSpace, kde by clovék predpokladal
polynom v exponentu.

Uvedené znaceni odpovidd znacen{ z [1]. U vétsich t¥{d je
ve znaceni nejednotnost. Proto kdyz napriklad nékdo cizi mluvi
o exponenciidlnim case, je vzdy lepsi se zeptat, zda je myslena
tiida DTime(2°™) nebo spis DTime(2""").

Toto byly definice t¥id problému (jazyki).
Pro deterministické Turingovy stroje je uzitecné defino-
vat tiidy tloh (funkci).

Definice 7.2 Uloha f patif do tiidy tloh DTimeF(t),
pokud existuje deterministicky Turingtv stroj, ktery pro
libovolny vstup @ spocitd f(z) v case ¢.

Uloha f patii do t¥idy tiloh DSpaceF(s), pokud existuje
deterministicky Turingtv stroj, ktery pro libovolny vstup =
spocitd f(x) s pracovnim prostorem s.

Stejné tak jak odlisuje zavérecné F tiidy Gloh od tfid
problémi (jazyki) v predchézejicich definicich, budeme
tuto konvenci pouzivat i u odvozenych (deterministickych)
tFid.

Definujme proto napiiklad

Definice 7.3

LogSpaceF = DSpaceF(logn)
PF = ] DTimeF (n')
i>0

PSpaceF = U DSpaceF(n')
i>0
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8 Transformace, redukce a ordkula (28. kvétna 1998)

Umluva 8.1 V této kapitole budeme psat o tilohé4ch, i kdyz
se tato kapitola povétsiné tyka predevsim problémii.

Pfi definici aplnych (tézkych) tloh vici né&jaké t¥idé
tloh jsme v Gvodu do slozitosti pouzivali ,,polynomialnich
transformaci®.

Definice ,tézkosti vici néjaké t¥idé tloh byla motivo-
vana snahou nalézt takovou tlohu U, aby existence po-
lynomialniho algoritmu pro Glohu U znamenala existenci
polynomidlniho algoritmu pro libovolnou tlohu z dané tfi-
dy. Z tohoto pohledu je neptirozené definovat tézkost na
zakladé transformaci, protoze transformace umoznuji spus-
tit vypocet tlohy U pouze jednou. Ptirozenéjsi je umoznit
spoustét béhem polynomialné dlouhého vypocétu vypocet
tlohy U libovolné. Tomu se fika redukce.

Chceme-li definovat tézkost pomoci redukei, je uzitecné
rozsitit si vypocetni model o pouzivani tzv. ordkula. Ora-
kulum je néjakd dand funkce (tloha) O. Vypocetni model
je rozsiten o pomocny prostor na vytvareni parametri pro
ordkulum a na cteni vysledki ordkula. Kdykoli béhem vy-
poctu muzeme pozadat orakulum, aby si precetlo parametry
a zapsalo vysledek funkce (tlohy) O.

Poznamka 8.1 Vzhledem k tomu, Ze ordkulum muze byt
libovolna funkce, mizeme pri volbé vhodného ordkula pracovat
ve velmi silném vypocetnim modelu. Toho se casto vyuziva
ve vycislitelnosti.

V téchto skriptech jsou ordkula pouzita dvéma zpisoby.
Poprvé v kapitole vénované polynomialni hierarchii, pozdéji
v druhé sekci kapitoly vénované interaktivnim protokoltm.

V prvnim pfipadé jsou ordkula problémy, a misto pasky
pro odpovéd prechdzi stroj do stavu O-ANO pripadné
O-NE. V druhém pripadé jsou ordkula tlohy. Je vhodné
si uvédomit, ze oba dva modely jsou ekvivalentn{ mame-li
k dispozici libovolny polynomidlni ¢as. (Je mozno pouiit
sérii dotazi ,Je odpovéd tllohového ordkula na otézku =
aspon i-bitova?“, | Je i-ty bit odpovédi tlohového orakula
na otdzku x roven 17¢.)

Tézkost mizeme pomoci redukei (ordkul) definovat
nasledovné:

Definice 8.1 Uloha U je T-té&zka viici polynomialni reduk-
ci, pokud je kazda tloha z T fesitelna v polynomialnim case
s orakulem U.

Definice 8.2 Uloha U je T-iplna viiéi redukei, pokud je
UeT alU je T-tézka vuci redukei.

Abychom rozligili mezi tézkost{ vici redukci od tézkos-
t1 vacéi transformaci, budeme v dal$im znacit 7-m-Poly-
tézkost (Gplnost), bude-li se jednat o t&zkost (aplnost) vi-
¢i polynomidlni transformaci. Té&zkost (Gplnost) viéi po-
lynomidlni redukci budeme znacit 7-T-Poly-tézkost (tpl-
nost).

Poznamka 8.2 Pismenko m vychazi z 'many to one’, pismenko
T wvychazi z ’Turing reducibility’. Toto znaceni je prejato
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z terminologie vydislitelnosti. Ve vycislitelnosti je definovana
také ’one to one’ preveditelnost, oznacovani znakem 1, nicméné
tu my potrebovat nebudeme.

Poznamka 8.3 Pozdéji definujeme preveditelnost transformaci
v logaritmickém meziprostoru. Tézké (Gplné) dlohy vaci této
preveditelnosti budeme znacit 7-m-log-tézké (plné).

Rozdil mezi transformacemi a redukcemi je podstatny.
Napiiklad T-stupné (t¥idy uzaviené na redukci) obsahujf
s kazdym jazykem i jeho dopliek. (Staci znegovat odpovéd
ordkula.)

Pokud budeme hovorit o vypoctech pouzivajicich ordku-
lum, budeme pouzivat zipisu P(O), k oznacen{ t¥idy jazyki
rozpoznavanych v polynomidlnim case s ordkulem O. Ob-
dobné budeme znacit PSpace(O) nebo NP(O).

(28. kvétna 1998)



9 Jina interpretace pribéhu nedeterministického vypoc¢tu omezeného ¢asem

(6. Cervence 1997)

V této kapitole obohatime strukturu nedeterministického
pocitace tim, ze rozdélime stavy konecné jednotky do 4
vyznamové odlisnych skupin.

V prvni skupiné budou tzv. existencni stavy, v druhé
tzv. vseobecné stavy, ve tieti tzv. ndhodné stavy. Ctvrtou
skupinou jsou deterministické stavy, mezi néz patii véechny
specialni koncové stavy ANO, NE a NEVIM | ale také stavy
DOTAZ, O-ANO a O-NE, slouzici na praci s ordkuly.

Formalnét : @ — {D,3,V, 7} je funkce pFitazujici stavim
Turingova stroje jejich typ.

Definice 9.1 Jazyk LA piijimany obohacenym TS M,
(takto obohaceny TS budeme znadit —TS), definujeme
nasledovné:

O vysledku vypoctu (zda je slovo z prijato, odmitnuto,
nebo nenf znama odpovéd) v case T(n) rozhoduje strom
vypocti M na vstupu z, omezeny casem T'(n). (T(n) je
casové konstruovatelnd.) S vétvi vypoctu, ktery neskondéil
v ¢ase T'(n), zachdzime jako s vypoctem koncicim ve stavu
NEVIM. (Dodéanim pocitadla do T'(n) miizeme M upravit
tak, ze M pii dopocitani pocitadla do stava NEVIM
prejde.)

Vysledek vypoctu v je definovan pro kazdy uzel u stromu
vypocti na zékladé typu stavu s, —TS v uzlu u a
na zdkladé vysledki vypoctu v jednotlivych naslednicich
vy, Vs, ..., U; tohoto uzlu.

Vysledek vypoctu je trojice v(u) = (ay,7u,qu) €
€ (0,1)3, kde a, reprezentuje pravdépodobnost pfijeti,
ry pravdépodobnost zamitnuti a ¢, pravdépodobnost, ze
algoritmus nedd odpovéd. (Vzdy plati ay + 74 + qu = 1.)

Vysledek vypoc¢tu v uzlu reprezentujicim koncovy stav je
(1,0,0) pro ANO, (0,1,0) pro NE a (0,0, 1) pro NEVIM.

Vysledek vypoctu v uzlu reprezentujicim existencni stav
je

(t(sy) = ) = v(u) = (Maxay,, minry,, 1 — ay — ry).

Vysledek vypoctu v uzlu reprezentujicim vseobecny stav
je

(t(sy) = VY) = v(u) = (Minay,, maxry,, 1| —ay — ry).

Vysledek vypoctu v uzlu reprezentujicim ndhodny stav
je

k k k
(t(sy) =7) = v(u) = (Zpiavl, Zpirvl,Zpiqvl),
i=1 i=1 i=1

kde p; je pravdépodobnost prechodu do néslednika v;.
Vysledek vypoc¢tu v uzlu reprezentujicim deterministicky
stav je definovan vysledkem vypoctu jediného néslednika
v(u) = v(v1), ¢emuz odpovida chdpini deterministického
stavu jako stavu libovolného typu s jedinym naslednikem.
Na zakladé v v kofeni p stromu vypoctu definujeme
jazyky L4 a L%:

1 1
xELAQap>§,xELR¢>rp>§.

Pro jednoduchost se omezime na takové —TS, kde
kazdy nedeterministicky (rozuméj existenéni, vSeobecny
nebo ndhodny) stav ma (nejvys) dva nésledniky, a kde tito
naslednici jsou u ndhodnych stavu stejné pravdépodobni.

Poznamka 9.1 Uvédomme si vztah mezi NTS a [3V?]-TS. NTS
muzeme chapat jako —TS7 tedy i jako —TS7 v némz jsou

pouze existen¢ni (a deterministické) stavy.

Definice 9.2 Pravdépodobnost chyby ey (x) —TS M,
je definovéna jako r,(z) pro @ € L* a jako a,(x) pro x €

€ L. Pokud x ¢ LA U LT pak ep(x) = 0.

Pravdépodobnost neurcenosti  Ep(x) —TS M, je
definovéna jako 1 — a,(z) pro @ € LA a jako 1 — r,(z)
pro z € LT, Pokud = ¢ LA U L® pak Ey(z) = 1.

Poznamka 9.2 Véta 9.1 ale ukazuje, Ze muzeme pracovat
s takovymi —TS7 pro néz je E(z) = e(z). (Nutné pak kazdé
= patii pravé do jednoho z jazykt L4, LR.)

Definice 9.3 Typ je orientovany graf, jehoz vrcholy jsou
ohodnoceny podmnozinami mnoziny {¥,3,7}. (Formalné
typ je trojice (V, E, f), kde V je konecnd mnozina, £ C
CVxVaf:V-oP{v37})

Turingiv stroj M je strojem daného typu 7' (zkracené M
je T-TS), pokud existuje zobrazeni 7 : @ — V zobrazujici
stavy Turingova stroje na piislusné vrcholy typu. (Formalné
tg) € f(r(¢)) U {D})

Navic pokud ptfechodovi funkce umoznuje ptejit v jed-
nom kroku ze stavu ¢ do stavu ¢’, pak staviim ¢, ¢’ odpovida
tentyz vrchol typu, nebo je vrchol odpovidajici stavu ¢ spo-
jen hranou s vrcholem odpovidajicim stavu ¢’. (Formélné

() = 7(¢) vV (r(9),7(¢) € )

Poznamka 9.3 Symbolem I] zna¢ime typ obsahujici jediny
vrchol, na néjz mohou byt zobrazovany pouze deterministické
stavy. I]—TS je totéz co TS.

Pozniamka 9.4 Je-li typ T podtypem (pfislusné ohodnocenym
podgrafem) typu T', pak kazdy stroj typu T je strojem typu 7".

Poznamka 9.5 Dosud jsme se zminovali pouze o Turingovych
strojich typt, obsahujicich jediny vrchol. V kapitole vénované
polynomiélni hierarchii nas budou zajimat Turingovy stroje
typu, jejichz graf je cesta.

Definice 9.4 Dva typy jsou ekvivalentni, pokud pro libo-
volny stroj jednoho typu existuje stroj druhého typu pfiji-
majici tentyz jazyk v case konstantakrat vétsim.

Cviceni 9.1 Necht T je typ. Ukazte, ze existuje ekvivalent-
nityp 77 = (V, E, f), kde (V, E) je acyklicky graf s jedinym
zdrojem a s jedinym stokem.

Ukazte, ze libovolny stroj typu 7" je moZno za cenu
zpomaleni o konstantu simulovat strojem typu 77, kde pro
T plati, Ze pocatecni stav je zobrazen na zdroj typu 7" a
vsechny koncové stavy jsou zobrazeny na stok typu 7".
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Definice 9.5 Necht Ty, Ty jsou acyklické typy, kazdy
s jedingm zdrojem a stokem. Spojeni typi (oznacime
symbolem Ty — T») vznikne sjednocenim typu T a T
a ptridanim hrany ze stoku typu 7; do zdroje typu 7.
Formalné, je-li sy stok typu Ty = (V1, E1, f1) a 22 zdroj typu
T2 = (VQ, Ez, fz), pak T1 — T2 je tI'OjiCG (V1 U VQ, E1 UE2 U
U{(s1,22)}, f), kde f(v) = fi(v) prov € Vi a f(v) = fa(v)
prov € V.

Poznamka 9.6 Uvédomme si, ze spojeni typu je asociativni.

Symbol — — je typ.

Poznamka 9.7 Typy T a I] -+ TaT— [l jsou ekvivalentni.
Pokud néas nezajimaji typy, ale pouze jejich t¥idy ekvivalence, je
I] nulovy prvek vadi skladani typu.

Vé&ta 9.1 Necht't je Casové konstruovatelna funkce a T typ.
Je-li L jazyk prijimany T-TS M v case t, potom existuje
takovy T-TS M’, pfijimajici jazyk L v case O(t), Ze pro
libovolny vstup x plati Eypi(2) = ey (2) < 1.

Duikaz: Stroj M nejprve modifikujeme na M; tak, ze
stavy NEVIM nahradime stavy NE. (V case t piejdeme
téz do stavu NE misto do NEVIM.) Po této modifikaci
je qp(x) = 0, a tedy a,(x) + r,(x) = 1. Navic se a,(z)
nezménilo. Pokud tedy bylo # € L, je 2 € Lﬁl. Navic
pokud z € LAM1 U Lﬁl, pak e(z) = F(z) < %

Jediny problém je, pokud a, = r, = % Pak totiz
r ¢ LAM1 U Lﬁl, e(z) = 0 a F(x) = 1. Neobsahuje-li
Mi nahodné stavy, tento problém nenastiva. Zbyva tedy
dokazat vétu pro pripad, kdy M; ndhodné stavy obsahuje.

Piidanim casového pocitadla zajistime skonceni libovolné
vétve vypoctu stroje My v case t. Pravdépodobnosti a, i
r, mizeme zapsat ve tvaru k/2' pro vhodné k. Stroj M;

1

prijima, pokud a, > %, My nepfijim4, pokud r, > 3.

Zajistime-li, aby pro libovolny vstup z pro stroj M’ platilo

1
4+ a,(x) 1
ay(z) = 2 2p T 9t+2
" Lar(e) 1
rﬂ($) = 9 2t-|—2’

bude M’ piijimat tentyz jazyk jako M;. Navic a, # % a
Ty # %

Je-li 7 € f(r(q0)) (pro pocatecni stav qg), pak takové
M' muzeme z M, vytvorit napiiklad takto: Misto ¢asového
pocitadla do ¢ pouzijeme pocitadlo do ¢ 4+ 2. P¥iddme novy
ndhodny pociteéni stav (misto ptivodniho pocatecniho
stavu stroje M;). Jedna vétev pifmo prechdzi v pocatecni
stav stroje M. Druhd vétev vypoctu nezévisi na vstupu a
platipronia:%—#,r: %—1—#

(To mizeme zajistit napiiklad tak, ze jedna vétev vede po
rozskoku rovnou do stavu NE a druha vétev vede do stavu
s, ve kterém bud nidhodné zistiva nebo z né&j pokracuje
do stavu ANO. Po dobéhnuti ¢asového pocitadla prechazi
M’ ze stavu s do stavu NE.)

Pokud 7 & f(r(q0)) (pro poc¢atecni stav qq), je konstrukee
stroje M’ nepatrné komplikovanéjsi. Stroj M’ si v konecné
jednotce pamatuje bit informace, oznacujici, zda byl jiz

proveden rozskok. (Pocet stavi se zdvojndsobi.) Pomoci
tohoto bitu stroj M’ zajist{, aby provedl rozskok, pravé
kdyz se poprvé dostane do ndhodného stavu. Jestlize
pro = na vstupu bylo a, = r, = %, pak byly tyto
hodnoty ,zkopirovany“ (pomoci min a max) z né&akého
nahodného stavu stromu vypoctu. Tento ndhodny stav je
prvni ndhodny stav na néjaké cesté ve vypocetnim stromu
od jeho kotfene. Proto je p¥i vypoétu stroje M’ proveden
v tomto kroku rozskok, ¢imz je hodnota r zprimérovana
s %—I— #, tedy vétsi nez % Pokud je pfi vipoctu stroje M’
proveden rozskok a a, bylo vétsi nez %, pak zprimérovanim
ap s % — # ziskame opét Cislo vétsi nez % Stro] M’ tedy
prijima steyny jazyk jako stroj M a kazdé slovo nepatfici
do LA patif do LE. 0

Definice 9.6 Necht ¢ je casové konstruovatelna funkce a T’
je typ. T-Time(t) je tifda jazykt pFijimanych T-TS v case
t.
T-P = | ] T-Time(n')
i>0

Poznimka 9.8 Uvédomme si, ze H—Time(t) jsme dosud znacili
DTime(t) a [|-P jsme znacili P. Obdobné [3]- Time(t) jsme
dosud znacili NTime(t) a —P jsme znacili NP.

Véta 9.2 Libovolny —TS pracujici v Case t miZeme
simulovat deterministicky v prostoru O(t?) a case O(t2").

Dusledek 9.2.1

V37|-P C PSpace
C Psp

Duikaz: Algoritmus Alg. 2 symbolicky popisuje simulaci.
Dodejme jesté, ze vSechna cisla, se kterymi pracujeme, jsou
tvaru y % pro i < t, coz muzeme jednoduse reprezentovat
Fetézcem ne desetinnych ale ,polovinnych“ mist téchto cisel.
K tomu ndm staci fetézce délky ¢. Odtud velikost lokalni
paméti procedury je O(t). Hloubka rekurze je t. Procedura
je volana nejvys 2 - 28 — 1-krat.
Odtud dostavame pozadované odhady.

procedure SimFEQTS (K : Konf) : ProbPair;
begin
TimeStep;
if TimeOut then return (0,0)
else
if s, = det then
case u of
ANO : return (1,0)
NE : return (0,1)
NEVIM : return (0,0)
else : return SimFEQTS (NewxtDet (K))
end
else
begin
(ap,ro) := SIMFEQTS (NewxtNedet (0, K));
(ar,r1) := SImFEQTS (NewxtNedet(1,K));
case s, of
3 : return (max{ag, a1}, min{rg,r})
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V:return (min{ag,a;}, max{rg,ri})
? : return %(ao +ay,ro+ 1)
end
end
end ;
begin
Vytvor pocatecni konfiguraci K, zaznamenej do ni i

konfiguraci ¢asového pocitadla, spocite]

(ap,r,) = SimFEQTS (K).

Je-li a, > % potom pfijmi, je-li r, > %, pak zamitni.
end

Alg. 2: Simulace |AV?|-TS

Poznamka 9.9 Predchozi véta by platila, i kdybychom omezili
pocet nésledniki nedeterministického vrcholu konstantou d a
pokud by pravdépodobnosti nésledniki ndhodnych uzli byly
stejné.

Véta 9.3 Libovolny —TS pracujici v case t miiZeme
simulovat deterministicky v prostoru O(t) a dase O(t2").

Duikaz: Vzhledem k omezeni poctu néslednikt nedeter-
ministického stavu na dva muzeme pro vSechny moz-
né ftetézce délky ¢ simulovat vypocet s tim, ze v ne-
deterministickych stavech se rozhodujeme podle nasledu-
jictho znaku predepsaného fetézce. Navic méame binar-
ni ¢ita¢ pomoci néhoz pocitame pravdépodobnosti prijeti
a odmitnuti. Vzdy, kdyz fetézci odpovid4 piijimaci (od-
mitaci) vypocet, zvétsime prijimaci (odmitaci) poéitad-
lo o 1 tak daleko zprava, kolik jsme jesté neprecetli bi-
ti fetézce. (Pricteme gpocet neprectenych bitl fetézce _
— gt—pocet prectenych bitﬁ.) Hodnoty a, (r,) dostaneme
po vydéleni poéitadel &islem 2°. 0

Poznamka 9.10 Pokud bychom omezili pocet naslednikti na-
hodného vrcholu konstantou d a pokud by pravdépodobnosti
naslednik byly stejné, potom by predchozi véta platila s pro-
storem O(t) a éasem O(td"). Povoleni pravdépodobnosti, které
nejsou ve tvaru % (pro malé prirozené d), nedava dobry smysl.

Poznamka 9.11 Vzhledem k prostorovym narokim algoritmu
O(t) je pfedem jasny odhad ¢asu 290 Presn&jsfm (amortizova-
nym) rozborem préce binarnfho pocitadla bychom dostali ¢asovy

odhad O(2").

Poznamka 9.12 Simulace pomoci stejného typu TS je mozna
v case O(tlogs) a prostoru O(s), jak bylo ukizano v kapitole
o simulacich.

Poznamka 9.13 Pripomenme, Ze véty o universalnich Turin-
govych strojich jsme vyslovili pro libovolny typ 7.

Simulace je zavislA na typu pouze v tom, pomoci jakého
typu nedeterministického stavu vybirdme nasledujici ,rozsiteny
display*.

Aby byl vysledek spravné interpretovan, je naslednik stavu g
vybirdn stavem typu ¢(g) universdlniho stroje. Vidy je pouzit
stav ¢, universilnfho stroje, pro néjz je 7(qu) = 7(g). K tomu

staci pro kazdy vrchol v typu T' jeden nedeterministicky stav pro
kazdy typ stavu z f(v).

Kdyz funkce T neni zndma, musime nejprve néjaké T nalézt.
Naroky na nalezeni T nejsou podstatné, protoze jsou konstantni
vici velikosti vstupu simulovaného stroje. (Uhodnut{ 7 a ovéfent,
7e odpovida prechodové funkci, stoji cas [T[19! - [8].)
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10 Tridy definované pomoci -TS pracujicich v polynomidlnim ¢ase (29.

dubna 1998)

Definice 10.1 T¥ida PP obsahuje jazyky pfijimané —TS
v polynomiélnim case.

Poznamka 10.1 V minulé kapitole jsme tridu PP nazvali
[]-P.

Poznamka 10.2 Podle véty 9.1 se v definici tridy PP mtzeme
omezit na —TS7 kde e(z) = E(z) < %

Véta 10.1 Plati NP C PP C PSpace.

Dukaz: Necht . € NP. 7 —TS M prijimajicitho L vy-
tvofime nésledujici —TS. Zménime typ kazdého 3 stavu

na ? stav. Tim dostaneme stroj —TS M'. Poté pridame
pocatecni ndhodny stav, z néhoz prechdzime s pravdépo-
dobnosti % do stavu ANO a se stejnou pravdépodobnosti
do pocéatecniho stavu stroje M’. Tak vznikne —TS M.

Plati # € L, pravé kdyz a,(z, M') > 0, a tedy pravé
kdyz a,(z, M") > 1, atedy pravé kdyz slovo x je piijiméno
[?]-TS M.

Druh4 inkluze je disledkem véty 9.3. 5

Véta 10.2 PP je uzaviena na komplementy.

Dukaz: Pouzijeme —TS M, pro néjz epr(z) = Ey(z) <
< % Staci potom pouze zaménit stavy ANO za NE. 5

Dusledek 10.2.1 Plati NP U co-NP C PP.

Neni znamo, zda je PP uzaviena na pruniky a sjednoceni.
7 neuzavtenosti by ihned plynulo NP # PP # PSpace.

Vé&ta 10.3 PP je uzaviena na symetricky rozdil.

Dukaz: Necht A, B € PP, necht A je pfijimano —TS
M4, necht B je piijiméno —TS Mp (oboje v polyno-
midlnim case). Nechf epr, (2) = En,(z) < %, eny(2) =
= EMB (l‘) < %

Zkonstuujeme —TS M | ktery nejprve provede M 4, poté
Mp a prijimé, pravé kdyz pravé jeden z vypoctu piijimal.
Ovéitme, ze [7]-TS M prijima AAB.

Odhadnéme e(z) — pravdépodobnost, ze x je prijato
chybné: slovo z je —TS M ptijiméno chybné, pokud je
z pfijimano chybné pravé jednim ze —TS My, Mp.

Odtud

e(x) = eary (@) - (1= enrg (2)) + (1= eary (2) - earg (2).

Vzhledem k tomu, ze funkce (1 — y) 4+ (1 — )y zobrazuje
interval (0,1)? do intervalu (0, 1), dostdvame e(z) < 1.
Vzhledem k tomu, 7e e(z) < %, je L4 = AAB a e(z) =
=eym(x) = Ey(x). O

Definice 10.2 Tfida BPP obsahuje jazyky prFijimané
v polynomiélnim case —TS, kde

e(z) = E(z) <6<%

Véta 10.4 Plati BPP C PP. o

Definice 10.3 Tiida R (jindy oznacovand také RP nebo
VPP), obsahuje jazyky L pfijimané —TS v polynomial-
nim ¢ase s nulovou pravdépodobnosti neuréenosti pro slova
nepatfici do jazyka.

r¢€L=FE(x)=0

Poznamka 10.3 Pokud —TS M rozpoznavajici jazyk L ,ve
smyslu“ R skoncil pro vstup = ve stavu ANO, potom x € L.

Vé&ta 10.5 Necht p je polynom. Polynomialnim iterovanim
algoritmu miizeme pravdépodobnost chyby pro jazyk A
2 BPP (resp. R) sni%it na (%)p(”').

Dukaz: Iterovat jazyk z R je jednoduché, spustime
vypocet p(|z|)—krat a pFijmeme, pokud néktery vypocet
prijme. (Je-li & < %, pak pomoci ¢ iteraci snizime
pravdépodobnost chyby pod &' < %, proto % neni v definici
prijimani —TS pro tiidu R podstatn4.)

Tterovat jazyk z BPP je t&zsi: Necht ¢(n) = ¢ - p(n),
kde (4e(1 — €))® < 1. Spustime vypocet (2¢(n) + 1)—
—krat a slovo pfijmeme, pokud nadpoloviéni pocet vypocti
slovo pFijal. (Spustime vypocet k—krat je tieba interpretovat
tak, ze pridame pocitadlo od k a vzdy misto prechodu
do koncového stavu zaznamendme druh koncového stavu,
snizime pocitadlo a je-li nenulové vratime se do ,pocatecni
konfigurace“. Do koncového stavu piejdeme na zakladé
vyhodnoceni zaznamenanych koncovych stavi.)

Pravdépodobnost chyby je

Zq: <2q + 1) (1—g)i e2r+1-d < (1—5)q~5q+1.zq: <2q + 1) -

j=0 J 7=0 J

+1 62q+1 e I\P I\P
< (1=g)Te9m.22070 = 2¢((1—e)-c-4)°P < 26(5) < (5)
|:[

Véta 10.6 Plati P C R C NP N BPP.

Dikaz: Jedind netrividlni inkluze je R C NP. Je-li L €
€ Rajeli M —TS, ktery toto zarucuje, pak —TS M
zarucuje L € NP.

Véta 10.7 Trida BPP je uzavrena na dopliky, sjednoceni
a priniky, tfida R je uzavrena na sjednoceni a priniky.

Dikaz: Uzavienost BPP na dopliky dokazeme piehoze-
nim vyznamu stavi ANQO a NE po Gpravé stroje do tvaru,
kde e(x) = E(x) < 1.

Jedingm trikem v druhé c¢asti dikazu je pro dané ¢ <
< % zvolit —TS pracujici s chybou 5. Algoritmus potom
pusti simulaci obou algoritmu a zafidi se podle vysledku.
Pravdépodobnost chyby je nejvys soucet pravdépodobnosti
chyb. o

(2. Cervna 1998) 18 (29. dubna 1998)



Definice 10.4 co-R je tfida jazyku, jejichz dopliky jsou
v R.

Poznamka 10.4 Pro nasledujici definici je vhodny pojem jazyk
rozpozndvany Turingovym strojem — L je jazyk rozpoznavany
Turingovym strojem M, pravé kdyz L = L%, a pro libovolny
vstup & plati = € L4, U LY.

Definice 10.5 ZPP je tiida jazykt L, rozpoznivanych
—TS v polynomiélnim case a s nulovou chybou.

(xel=(a,> %/\m:O))/\(rgZLz(ap:0/\rp> %))

Véta 10.8 Trida ZPP je uzaviena na dopliky, sjednoceni
1 priiniky.

Dukaz: Iterovinim muzeme pro libovolné ¢ > 0 zajistit
q, < €. Prehozenim stavit ANO a NE potom dostaneme
pozadovany —TS. Uzavienost na sjednoceni a prianiky
stejné jako pro tfidy BPP a R dostaneme tak, ze spustime
postupné oba —TS a na zakladé jejich vysledki urcéime
vysledek operace.

Véta 10.9 Plati ZPP = RN co-R.

Dukaz: Stav NEVIM miizeme nahradit stavem NE, tim
zménime stroj prijimajici ve smyslu ZPP na stroj pfijima-
jici ve smyslu R. Odtud ZPP C R. 7 uzavienosti ZPP na
doplnék plyne zbyvajici ¢ast prvni inkluze.

Necht naopak I € RNeco-R. Jingmislovy Li L jsouv R.
Oznacme My, (resp. M7) —TS, podle nichz je I (vesp. I)
v R. Zkonstruujeme —TS M | ktery ukaze, ze L € ZPP.
M nejprve simuluje My, potom M. Pokud My, ptijme, M
prejde do stavu ANO, pokud M7 ptijme, M prejde do stavu
NE. V ostatnich pifpadech M piejde do stavu NEVIM. n

Dusledek 10.9.1 Plati P C ZPP C NP Nco-NP.

Dikaz: Protoze P C R C NP ,je PC RNco-R C NPN
Neo-NP.

R——> NP

P->ZPP—> NPAco-NP _ BPP —> PP —> PSPACE

N

c0-R——— > co-NP

Obr. 2: Vztahy mezi pravdépodobnostnimi tfidami.

Vztahy mezi jednotlivymi t¥idami zachycuje obrazek 2.
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T4

11  Polynomidlni hierarchie (29. za¥i

Pfipometime znacen{ P(A), —P(A) a —P(A) jazykt roz-
poznavanych v polynomidlnim case po fadé deterministic-
kym turingovym strojem, —TS a —TS vzdy s oraku-
lem A. (Alternativni znaéeni je NP(A) pro —P(A) a
co-NP(A) pro —P(A) )

Poznamka 11.1 Plati L € [3]-P(A), pravé kdyz L € [V]-P(A

(Sta¢i odstranit stavy NEVIM a zaménit stav ANO za NE a
typy stavil existenéni za vSeobecné.)

Zavedme obdobné znaceni pro tfidu problému 7. Necht
P(T), —P(T) a —P(T) oznacuje jazyky rozpoznavané
v polynomialnim ¢ase prislusnymi stroji s vhodné zvolenym
ordkulem A € T.

Definice 11.1 Necht 7 je tfida jazyki. Jazyk L je T-T-
poly-t&zky, pravé kdyz 7 C P(L). Jazyk L je T-T-poly-
aplny, pravé kdyz zaroven L je T-T-poly-tézky a L € T.

Poznamka 11.2 Pripomenme ze L je T-m-poly-tézky, pravé
kdy# pro libovelny jazyk L' € T existuje transformace f € PF,
takova, ze v € L' & f(x) € L.

Kazdy T-m-poly-tézky jazyk je T-T-poly-tézky (ale nejspis ne
naopak). (ZapiSeme na pasku ordkula f(z) a pfejdeme do stavu
DOTAZ. Ze stavu O-ANO prejdeme ihned do stavu ANO a
ze stavu O-NE ihned do stavu NE.)

Pozniamka 11.8 Je-li S 7-T-tplny problém, pak P(T)
= P(S), 3-P(T) = [3]-P(S) a [V|-P(T) = []-P(S).

(Necht T je typ. Je-li L € T-P(T), pak pro né&jaké O €
€ T je L € T-P(O). Protoze O € P(S), mizeme polynomialné
mnoho dotazi typu .z € O?“ odpovédét s ordkulem S v celkové
polynomidlnim case.)

Pozndmka 11.4 §, neboli problém, jeho? cflem je na libovolny
dotaz odpovédét ne, je P-T-tplny problém.

Definice 11.2 Definujme nésledovné hierarchii t¥id:
L F =0 = A = P= P(0);
2. ©F = [3-P(3f) pro k > 0;
3. AkP+1 = P(XF) pro k > 0;
2. If,, =V-P(EF) pro k > 0;
Definujme také
paH=]=f=Jnf =] Af
E>0 E>0 E>0
Ti¥ida PH se nazyva polynomidlni hierarchie.

Poznamka 11.5 Horni index © odliuje tuto hierarchii od arit-
metické, pripadné Booleovské hierarchie. V dalsim tento index
budeme vynechévat, protoze o téchto hierarchiich jiz nebude
v téchto skriptech zminka.

V této kapitole zevedeme tr¥i dalsi definice tFid polynomiAlni
hierarchie. Nez dokazeme ekvivalenci takto definovanych trid,
budeme je rozlisovat indexy (1), )
misto indexu . Pro jiz uvedenou definici budeme pouzivat index

(1

, (3), (4), které budeme psét

1997)

Poznamka 11.6 Polynomidlni hierearchii mizeme také defino-
vat relativné viaci néjakému ordkulu A. Odlisnost v definici je
v tom, ze za ,nultou” t¥idu bereme misto P(0) tridu P(A).

Nas relativizované verze polynomialni hierarchie zajimat
nebudou.

Lemma 11.1 Plati
(a) AV =

(b) TV
(c) B4, = @-P())
(d) ALY, = P
(e) LY, = [9)-P(IY)
(f) Sii = [F-PAy

(1)

= co-Y;

Al
(5) ), = [7]-P(AL))
Dukaz:

(a) AV = P(P) =
11.3a11.4.)

(b) Pfimo z definice, s vyuzitim pozndmky 11.1
(c),(d),(e) S pouzitim (b), sta¢i zaménit stavy O-ANO
za O-NE, do nichz prechéazi stroj po odpovédich ordkula.

(f),(g) Je-li B € Aél_gl = P(Eg)), pak odpovédi ordkula B

miuzeme odsimulovat deterministicky v polynomialnim case

(1)

pomoci ordkula z ¥, 7. 7

P(l) =

P. (Vyuzili jsme pozndmek

Lemma 11.2 Plati Eg) U Hg) C Aél_gl C Eg_gl N Hél_gl.

Dikaz: A = P(Eg)) = P(Hg)), odtud plyne prvni

k1 =
inkluze.
Druh4 inkluze plyne z toho, 7e P(A) =

C [-P4), PA) =
ordkulum A.

”—P(A) C —P(A) pro libovolné

[-P(A) C

Pomoci kvantifikovanych predikiti mtzeme polynomial-
ni hierarchii vyjadfit nasledujicim zpisobem:

Definice 11.3

LEES) & L={x|FnuVyFys--

ayk)}a
ayk)}a

kde pro dany polynom p je RP n&jaky predikat z D Time(p),
»IPy je zkratkou pro .y |y| < p(|z])A“ a ,VPy je zkratkou
pro Yy |y < p(|z|) = (vyraz je uzdvorkovan zprava).

Yk Rp($ay1ay2a"'

Lel o L= {e|VyFy¥ys g R (2, y1, 95,

Definice 11.4 Oznacme o typ — — -
obsahujici pravé k vrcholi. Oznacme m typ — —

oksahujici pravé k vrcholi.

P = g4-P
n® = r,-P.
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Definice 11.5 Necht C je t¥ida jazyki. Pak 3C (resp. VC) je
tfida jazykd obsahujici jazyk A, pravé kdyz existuje jazyk
B € C a polynom p tak, ze € A, pravé kdyz Jy |y| <
< p(lz|) Az, y) € B (resp. Vy |y| < p(|z|) = (z,y) € B).

o =3v3...P

n =vav...p
kde je v obou ptipadech pouzito pravé k kvantifikatord.

Definice 11.6 Necht L je jazyk. Definujme jazyk L(*)
nasledovné:

L(*):{x|§|ix:<x1,x2,...,xi>/\Vj J:jEL}

E. a

Lemma 11.3 Plati L € —P(O

L€ V]-P(O) & L™ € [V]-P(O

Dikaz: Mame-li stroj piijimajici L*) dotazem na (z)
zjistime zda z pati{ do L. Opacéné, mame-li T-TS(O) M
pFijimajici L v case p, zkonstruujeme stroj M’, ktery pro
vstup (z1,...,2;) pousti pro kazdé ¢ stroj M. V piipadé,
7e pro nékteré j vypocet neskonéi kladnou odpovédi v case
p, vysledkem je NE. Pokud vSechny vypocty skonci kladné,
vysledek je ANO.

C>L

Lemma 11.4 Plati Efj) = 224) a Hg) = Hff).
Dikaz: Dikaz provedeme indukei podle k. Pro & = 0 se
vSsechny uvedené t¥idy rovnaji P, takze tvrzeni plati. Necht
k > 0. Tvrzeni dokdzeme pro Xg41. Pro Ilpyq je dikaz
analogicky.

Necht L e ol

k41

O € H a . TS ) M, tak, ze M pFijim4 L v case
p. Pro dane x sestawme predikat, ktery bude pravdivy,
pravé kdyz M prijme slovo z. Stroj M pfijme slovo z,
pokud existuje pFijimaci vétev vypoctu (oznacime y Fetézec
viech nedeterministickych rozhodnuti). Ke kontrole toho,
7e y vede k prijeti slova x, je potieba znat odpovédi
ordkula na dotazy polozené v pribéhu vypocétu. Necht
Pi, ..., pi, (resp. ni,...,n;,) jsou vsechny kladné (resp.
zdporné) zodpovézené dotazy v pribéhu vétve vypoctu y.
Necht R(z,y,(p1,...,pi,),(n1,...,n4,)) je predikat, ktery
zkontroluje, ze y je pfijimaci vétvi vypoctu za predpokladu,
ze p1,...,pi, (resp. n1,...,n;,) jsou viechny kladné (resp.
zdporné) zodpovézené dotazy v pribéhu vétve vypoctu y.
Ke kontrole, zda p1,...,p;, jsou ordkulem O odpovézena
kladné, staci otestovat (pi,...,pi,) € 0. Ke kontrole,
zda ni,...,n;, jsou ordkulem O odpovézena zaporné, staci
otestovat (ni,...,n; ) ¢ O). V pifpadé k = 0 jsou
oba tyto dotazy predikaty z P. Pro k > 0 je vzhledem
k indukénimu predpokladu Eg) = 224) EIHEf_)l, a
(4)

Potom existuje polynom p, ordkulum

tedy pro néjaky jazyk O’ € TI.”, je (ni,...,n;,) ¢
¢ 0% o 3t ((ny,...,n;)t) € O'. Predikit R
definovany vztahem (z,(y, (p1,...,ps,), (n1,...,n4,),1)) €
ER'¢>R(x,y,(pl,...,pip>,<n1,...,nin>)/\<p1,...,pip>6

€ 0% A {(ny,...

N, )ty € O je prinik tFf predik4ti
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7 Hé o 2 H( ). Vzhledem k uzavienosti —P(O) na prinik
(1)

Jje tento predikat v Il 7. Plati, ze = je pfijato strojem M
pravé kdyz 3w (z,w) € R'. (R’ pFijme (x, w) pouze tehdy,
je-li w tvaru (y,(p1,...,pi,),(n1,...,ni,),1)) Tedy L €

eV T = x|

Necht L€ »(¥), = 3 &
pajazyk L' € H,(cl) tak,ze x € L & Jy |y| < p(|x|) (x,y) €
€ I'. Zkonstruujeme . TS L’y M piijimajici L v case
O(p). Stroj M nedetermlmstlcky generuje bity y, pripadné
konec slova y. Piidanim ,hodin do p(|z])“ je omezena délka
Fetézce y. Nakonec M vyd4 odpovéd shodné s odpovédi
ordkula na dotaz (z,y). Odtud L € 3-P(L') C 3-P(I1}) =

El(c-lzl O

EIHE:). Existuje tedy polynom

Lemma 11.5 Plati Eff) = 224) a Hff) = Hff).

Dukaz: Indukci: Provedeme pouze pro X, pro II je diukaz
obdobny. Pro k& = 0 tvrzeni plati.

, 4 4) TP

Necht L € Eé_ﬁl = EIH;C )2

p a jazyk L' € Hff) tak, ze * € L & 3Ty |yl <

EIHS). Existuje tedy polynom

< p(lz]) Az,y) € L'. Pro L' existuje vyjadreni tvaru
v € L' ©Vy Jyo -+ ys R(z,yn,--,yk). Tedy z €
€ L & Jy Yy Jp v R((z,y)y1, 0 0) =

= dy Vo Yet1 Rz 91, ykg1). Predikit R
transformujeme v polynomidlnim case na predikit R

yodstranénim zavorek”. Tedy I € Eé_ﬁl

Necht naopak L € Eé_ﬁl. Pro L tedy existuje vyjadieni
vetvaru 2 € L & Py YV yo - ypy1r RP (2, 91,00, Ykt1)-
Definujme jazyk I’ ndsedovné: (z,y1) € L &
< YPys o ypyr RP(2,y1,. .., Ykt1). Evidentné je I/ €
€ Hff) Ale 2 € L & FPy (2,pn) € L', tedy L €

ean?Tan® = x4

Lemma 11.6 Pro libovolny typ T plati

A(T-P) = (3] = T)-P aV (T-P)

=(v] = 1)-
Dukaz: Necht L € 3(T-P), nebo-li existuje polynom p a
L' € T-P, tak, 7e x € L & Jy |y| < p(|z]) A (z,y) € L.
Vzhledem k tomu, ze L' € T- P, existuje polynom p’ a T-TS
M’ piijimajici I/ v case p’. VytvoFime ( —=T)-TS M
prijimajici jazyk I v ¢ase p+p’. Stro] M nejprve vygeneruje
y délky nejvyse p(]x|) pomoci existencnich stavi (a hodin
do p). Poté M spusti M’ na vstup (z,y). Stroj M ma
pozadované vlastnosti, a tedy L € ( —T)-P.

Je-li naopak L € ( — T)-P, pak existuje polynom p
a ( — T)-TS M prijimajici L v ¢ase p. Necht y popisuje
vétev vypoctu konéici prechodem do stavu, jenz je zobrazen
funkci 7 do zdroje typu 7. Snadno vytvorime T-TS M’
prijimajici v ¢ase O(p(|z|)) slovo {(x,y), pravé kdyz y je
takova vétev vedouci k prijeti vstupu z. Jazyk L’ pFijimany
strojem M’ pati{ do T-P. Déle x € L < Jyly| < p(|z|) A
A (x,y)y € L', tedy L € 3(T-P).
s ®

Dusledek 11.6.1 Plati ES’) = = Hff).
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Dukaz: Indukei: Oznacme o = mp = H Plati E(()S) =
= HEJS) = H—P: P= 284) = H(()4).
Vzhledem k tomu, ze typy oy a o — H jsou ekvivalentni,

pro k > 0 plati 25321 = ( —7p)-P = 3(m-P) =

=3P T an® = (.

Obdobné vzhledem k tomu, ze typy m; a 7 — [[ jsou
ekvivalentni, pro k& > 0 plati Hfﬂl = ( —oy)-P =
=3(oe-P) =38P Tan® =l 4

Véta 11.7 Plati PH C PSpace.

Duikaz: Podle tvrzeni 9.2.1 je —P C PSpace.
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12 Ukazky 7-m-Poly-tplnych problému (30. zafi

Definice 12.1 Pro libovolné ordkulum A a typ T oznacme

K(A,T)= {(M, z, 1% | Mje T-TS(A) ptijimajici » v case nejvys t.

V&ta 12.1 Rozhodnout, zda (M, z,1') € K(A,T), je m-
iipIny problém pro T-P(A).

Dukaz: Abychom ukézali K(A,T) € T-P(A), sta¢i pro
dané M, z,t spustit simulaci na universalnim Turingové
stroji pro typ T. Cas vypoétu bude O(tlogt), coz je
polynomialni v | M, z, 1¢|.

Abychom ukéazali T-P(A)-m-Poly-tézkost mnoziny
K (A, T), staci pro libovolny T-TS(A) M, pfijimajici v po-
lynomidlnim ¢ase p(|z|), ukdzat transformaci na K(A,T).
Touto transformaci je funkee # — (M, z, 170Dy Tuto funk-
ci jsme schopni v polynomialnim ¢ase spocitat. 5

12.1 Ptirozené m-uplné problémy (formu-
le)
Config(o)
Next(a, 5)
Fqual(a, 3)

Initial (e, z)
Accepts(a)

Véta 12.2 SAT(Splnitelnost booleovské formule v obec-
ném tvaru) je NP-m-Poly-tplny problém.

Dukaz: Ziejmé SAT € NP.
Necht L je jazyk z NP. Necht —TS M prijima jazyk L
v ¢ase p(n). Podle M sestrojme formuli

p(l=l) p(lz))—1
Accepted(z) = /\ Config(a;) /\ Next (o, 1) A
i=1 i=1

Alnitial(aq, 2) A Accepts(ap,).

Tato formule je splnitelnd, pravé kdyz existuje pfijimaci
vypocet stroje M délky p(n) na vstupu z.

Poznamka 12.1 Pocet pravdivych  ohodnoceni  formule

Accepted(z) je roven poctu prijimacich vypocta délky p(n).

Véta 12.3 QBF(Kvantifikované  booleovské — formule

v obecném tvaru) je PSpace-m-Poly-iiplny problém.

Dukaz: PSpace-m-Poly-tézkost dokazeme nejdiive:

Necht L je jazyk z tiidy PSpace a necht TS M
pfijimd L v prostoru p(n). Pocet konfiguraci TS M
v prostoru p(n) mizeme odhadnout pomoci 2°MP(n)
Vytvorime kvantifikovanou formuli, ktera je pravdiva, pravé
kdyz pro vstup z existuje prijimaci vypocet TS M délky
nejvys 2em el

Vytvoiime postupné formule Access 2™ (a, 3), které jsou
pravdivé, pokud existuje vypocet TS M prechazejici
z konfigurace o do konfigurace 5 v case 2™.

T4

1997)

Access 2°(a, ) = Config(a) A Config(B)A
A(Equal (o, B) V Next(a, 3))
Pfirozena definice

Access 2™ (ar, B) = Fy(Access 2™ (o, y)AAccess 2™ (v, B))

by bohuzel vedla k formuli obsahujici 2™ podformuli
Access 20,

Abychom se tomuto vyhnuli, vynutime si ,,opétné pouziti
stejného prostoru® nasledujicim trikem:

Access 2™ (o, B) = IyWa', 3’ (((Equal(o/, a)AEqual (5, 4))V
\/(Equal(o/, 7)A Equal(ﬁ’, ﬁ))) = Access_?m_l(o/, ﬁ’))
Formule
Accepted(x) = o, B(Initial (o, ) A

NAccepts(B) A Access_QcM'p(lxl)(a, 3))

je pravdiva, pravé kdyz TS M pfijima slovo z.
Abychom dokonéili dukaz PSpace-m-Poly-tiplnosti, uka-
zeme jesté prislusnost do t¥idy PSpace:

function EvalQBF (F);
begin
case I of
1: return (true);
0 : return (false);
- Fy: return (not EvalQBF (F)));
FoV Fi: begin
Bo := EvalQBF (Fy);
By := EvalQBF (F);
return (BoV Bj)
end ;
Fy A Fi: begin
By := EvalQBF (Iy);
By := EvalQBF (I);
return (B A Bj)
end ;
J2Fi: begin
Bo := EvalQBF (Fy|,.—0);
By := EvalQBF (F|,.—1);
return (BgV Bj)
end ;
VxFy: begin
Bg := EvalQBF (Fy|,.—0);
B1 = EvalQBF (Fy|,.—1);
return (Bo A By)
end
end
end

Alg. 3: Algoritmus vyhodnocujici QBF
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Algoritmus Alg. 3 vyhodnocuje QBF. Je-li m délka for-
mule, pak hloubka rekurze je nejvys m. Lokalni proménné
jsou velikosti O(m). Algoritmus tedy pracuje v prostoru

Poznamka 12.2 Chceme-li minimalizovat pocet univerzalné
kvantifikovanych proménnych, muizeme pro Access 2™ (a, )
pouzit tvar

El'szElo/,ﬁ/«z = (Bqual(a’, o) A Equal(8', v))A
A=z = Equal(a’, ) A Equal(ﬁ/,ﬁ))) A Access_Zm_l(o/,ﬁ/))

Pozniamka 12.8 Formuli Access_2™(a,3) mlzeme prepsat
tak, aby vsechny kvantifikitory byly na zacatku formule. Do
takového tvaru mizeme prepsat i formuli Accepted(x).

Dusledek 12.3.1 QBF v prenexnim tvaru je PSpace-m-
Poly-iipIny problém

MAJ je jazyk obsahujici logické formule, které jsou
splnény pfi (nadpolovién{) vétginé ohodnoceni prvoformuli.

Je snadno vidét, ze uvedeny jazyk patii do PP, proto-
ze muzeme vytvorit —TS, ktery nejprve ndhodné vybere
ohodnoceni prvoformuli (viechna se stejnou pravdépodob-
nostf), a poté vyhodnoti formuli. Podle vysledku ptejde do
stavu ANO nebo NE.

Lemma 12.4 Rozhodovaci problém #SAT > k (Pocet
pravdivych ohodnoceni booleovské formule) je PP-m-Poly-
t&zky.

Ditkaz: Necht A € PP, necht [7]-TS M piijima A. V mi-
nulé kapitole jsme ukazovali, jak zkonstruovat logickou for-
muli Accepts(z), kterd ma pravé tolik ,dobrych“ ohodnoce-
ni, kolik je pfijimacich vypocti T'S. Upravme tedy nejprve
—TS M na —TS M’ tak, aby v ném kazdy stav mél
pravé dva nésledniky. (Toho mtizeme dosdhnout zavedenim
dvojnikt stavii koneéné jednotky.) Tim jsme dosahli toho,
7e viechny vypocty maji stejnou pravdépodobnost.

Nyni vytvofime formuli Accepts(z), kterd mé tolik
dobrych ohodnoceni, kolik je pfijimacich vétvi vypocetniho
stromu —TS M’ na vstupu .

Piijimali [?]-TS M jazyk A v case t, pak

r € A& #Accepts(x) > 2171

Vzhledem k tomu, 7e Accepts(x) ma polynomidlni délku
vzhledem k |z|, ukdzali jsme spravnou transformaci.

Véta 12.5 MAJ 1 #SAT> k jsou PP-m-Poly-iplné
problémy.

Dikaz: Vzhledem k tomu, ze jiz vime, ze MAJ € PP, aze
#SAT > k je PP-tézky, staci nalézt transformaci problému
#SAT > k na MAJ.

Necht k&, F' jsou vstupy problému #SAT > k, necht
formule F' ma m proménnych.

Zkonstruujme polynomialné dlouhou formuli G' s tymiz
proménnymi, kterd ma presné 2" — k ,,dobrych“ ohodnoce-
ni. Vytvoime formuli H = (yA F)V (-my A G), kde y je nova
proménna.
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12.2 Dalsi PSpace-m-Poly-taplné problémy

Problém: Je dan orientovany graf a urcen vrchol wg.
Jsou dana nasledujici pravidla hry: Hru hraji dva hraci,
kteri stiidavé pokladaji na vrcholy grafu kaminky, pficemz
mohou kaminek polozit jediné na neobsazeny vrchol do
néhoz vede hrana z vrcholu na néjz byl naposledy polozen
kaminek. Na zacatku byl polozen kaminek pravé na vrchol
vp. Hrac ktery nemtze polozit kaminek prohrava. Otazka:
Existuje vitézna strategie pro zacinajiciho hrace?

Véta 12.6 Pravé zformulovany problém je PSpace-m-
Poly-tplny.

Duikaz: Ukazat, ze problém patii do PSpace, je jednodu-
ché. Staci provést ,minimaxové“ prohledani vsech hernich
variant. Staci si uvédomit, ze hloubka rekurze je nejvys po-
cet vrcholu grafu, protoze v kazdém kroku ubyde pocet ne-
obsazenych vrcholi.

Zamérime se na dikaz, ze problém je PSpace-m-Poly-
tézky. Ukazeme, jak ze zadan{ problému stfidavé kvantifiko-
vané formule v polynomidlnim case vytvorime ekvivalentni
zadani naseho problému viz obr. 3. 5

Obr. 3: Pfevod kvantifikované formule na grafovou hru

Véta 12.7 Problém existence vitézné strategie v grafové
hre je PSpace-m-Poly-uplny i v pripadé, kdy pfedem vime,
ze grafy, na nichZ se hraje, jsou rovinné.

Dukaz: Na obrazku 4 je naznaceno, jak je mozno pozménit
konstrukei grafu z obrazku 3, aby byl graf rovinny a aby exi-
stence vitézné strategie prvnfho hrace stale korespondovala
s pravdivosti stifdavé kvantifikované formule. 5

Problém: Je dan orientovany graf a v ném vyznaceny
dva vrcholy vy, v1, déale je dédno k kaminkd. Jsou déana
nasledujici pravidla hry: Hru hraje jediny hrac. Hra¢ mize
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Obr. 4: Konec prevodu kvantifikované formule na rovinnou
grafovou hru

kdykoli sebrat kaminek z libovolného vrcholu grafu. Polozit
kaminek na vrchol v mize jen tehdy, pokud jsou kaminky
polozeny na vSechny vrcholy, z nichz do v vede hrana.
Na zacatku byl polozen kaminek pravé na vrchol wp.
Otazkou je, zda muze hrac¢ polozit kaminek na vrchol vy.

Neni tézké ukazat prislusnost problému do PSpace. Jak
je to s tézkosti?

Véta 12.8 Nasledujici problém je PSpace-m-Poly-iplny:
Problém: Je dana monoténni kontextova gramatika G a
slovo . Otdzkou je, zda GG generuje x.

Dukaz: Tézkost je mozno dokézat transformaci libovolné-
ho stroje M s jednoznacnou ptijimaci konfiguraci, s jedinou,
jednostrannou paskou, pracujici pFesné v prostoru p(|y|) pro
vstup y. Vytvorime nésledujici gramatiku:

Kazdému pismenu paskové abecedy odpovida terminal.
Kazdému stavu, ktery neni koncovy, odpovid4 neterminal.
Koncovym staviim odpovidaji terminaly. Stavy se vyskytuji
na levé strané pouze v pravidlech, které odpovidaji
prechodové funkci.

(sQ@ — Q" | d4(Q,s) = (Q, s, o), pro kazdé pismeno z
pravidlo sQz — §'2Q" | §(Q,s) = (@', s, =), a sQ = Q's |
16(Q,5) = (Q', 5, )

Dale je pouzit specialni terminal # pro konec pouzitého
Gseku pasky. Konfigurace jsou kédovany slovemn obsahuji-
cim obsah pasky a ukoncéenym znakem konce pasky. Do-
vnit¥ slova je vlozen (ne)termindl oznacujici stav turingova
stroje. Tento symbol je vlozen za policko pasky, na némz se
nachéazi hlava.

Pocatecni pravidlo vygeneruje pro vstup y stroje M
pocatecni konfiguraci S — yo, Qo, y1, %2, - . -, Y|y F#. Kromé
pravidel odpovidajicich prechodové funkci, kde je leva
strana stejné dlouha jako pravé, je v GG pro kazdy neterminél
odpovidajici stavu také pravidlo vkladajici symbol blank
mezi netermindl a bezprostFfedné sousedici konec pasky
(Q# — Qbs).

Slovo z bude odpovidat jednoznac¢né prijimaci konfiguraci
stroje M v prostoru p(|yl).

Ukazat prislusnost problému k NPSpace je jednoduché.
Nedeterministicky volime pravidla, a ve chvili, kdy by slovo
mélo byt delsi nez |z| zamitdme. Pokud je slovo rovno z,
prijimame. Vzhledem k Savitchové vété pati{ dany problém
do PSpace.
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13

V predchozich prednaskach jsme se zabyvali rozhodovacimi
problémy, tfidou NP. Pfipomenme definici: Formalné mi-
zeme tiidu NP definovat jako t¥idu jazyku vyjadiitelnych
predpisem

E:{x|EIPy RP(J:,y)}. (1)

Aby byl ziejmy vyznam symboli 37 a R popiseme tento
pfedpis naprosto presné: Pro dané dva polynomy Pi(n),
Py(n) a predikdt R(z,y) vyéislitelny v case Pa(|z| + |y])
je L jazyk takovych z, pro néz existuje ,ovéfeni“ y, |y| <
< Pi(|x]), pro néjz je hodnota predikitu R(z,y) pravda.

O tfidé co-NP jsme dosud pfilis nemluvili. co-NP
znamend “complement nondeterministic polynomial”. Do
této t¥idy patii problémy lisici se od NP—problémi pouze
znegovanim otazky. Mezi typické zastupce co-NP problémi
patii napriklad problémy:

1 Je pravda, ze v daném grafu neexistuje klika dané
velikosti k7

2 Jsou nutné 4 barvy na obarveni daného rovinného
grafu?

Forméalné muzeme tiidu co—NP definovat jako tfidu

jazyku vyjadiitelnych predpisem
c={u|¥y Ry} (2)

Samoziejmé za predpokladu ,,P=NP“ bychom uméh
stejné rychle hledat pozitivni 1 negativni odpovédi. Proto
by bylo ,NP=P=coNP*.

Tiida #P je tiida tloh, jejichz vysledkem je prirozené
¢islo. Tuto tlohu bychom mohli formalné definovat takto:
Cilem je spocitat pro dany vstup =z

Vo= {u 1ol < Pillel) | B0 | (3)
Neboli pro dané dva polynomy Pi(n), Pa(n), a predikat
R(x,y) vycislitelny v case Pa(|z| 4+ |y|) je Glohou pro vstup
z uréit, kolik existuje ,ovéfeni“ y, |y| < Pi(|z]), pro néjz je
hodnota predikdtu R(z,y) pravda.

Na prvni pohled je vidét, ze zndme-li V,, — pocet ovére-
ni predikdtu R, umime rozhodnout rozhodovaci problémy
LVe > 074V, = 2PeD 4 oPuleD=1 424 Jingmi slovy
umime fesit rozhodovaci problémy rozhodujici o prislusnos-
ti z do jazyka (1), (2).

I pro tiidu #P se snazime nalézt ,nejtézsi“ dlohy této
tFidy. Vzhledem k tomu, ze hledame pocet ovéreni, nemuze-
me pouzivat polynomidlnf transformace resp. redukce, které
méni nezndmym zptisobem pocet ovéreni. Mizeme pouzivat
takové transformace, které pocet ovéfeni neméni—, parsi-
monious“, a transformace, u nichz zname funkci popisujici
vztah mezi pocty ovéreni.

Ukéazeme, ze pocetni verze problému kachlickovani je #P—
aplné.

Véta 13.1 Spocitat pocet riznych vykachlickovani koupel-
ny (podle diive popsanych pravidel) je #P-m-t&7ka iiloha.

TFida #P, #P—Gplné tlohy (12. srpna 1997)

Duikaz: Véta 7?7 ukazuje, ze pro polynom P; a polynomial-
né vypoditatelny predikat R(xz,y) existuje nedeterministic-
ky Turingtv stroj pracujici v polynomidlnim case, jehoz
pocet prFijimacich vypocti je roven poctu ovéreni y, |y| <
< Pi(Jz|). Mé&me nedeterministicky Turingiv stroj téchto
vlastnosti. Necht m4 jednoznaénou koncovou konfiguraci,
v niz deterministicy setrvava. Stac¢i si uvédomit, ze v di-
kazu véty 7?7 jsme zkonstruovali koupelnu a kachlicky tak,
ze spravné vykachlickovani koupelny jednoznacéné odpovida
Jednomu pfijimacimu vypoctu NTS. o

Poznamka 13.1 Uvédomme si co znameni x a co znameni y:
z je zadani Glohy, tedy tvar a obarveni stén koupelny a katalog
kachlickt, y je vybér kachlickia pro jednotlivi policka.

Véta 13.2 #SAT je #P-m-uplnd iloha. (Podet ohodno-
ceni prvotnich formuli, pro néz je formule v konjunktivné
disjunktivnim tvaru splnéna.)

Dukaz: Pii dikazu véty 77 jsme pouzili ,parsimonious®
transformaci z problému kachlickovani. 5

Poznamka 13.2 Protoze #SAT > k je PP-tiplny problém, je
#P C PF(PP). (Pilenim intervalu vyfesime #SAT.)

Véta 13.3 #3-SAT je #P-m-uplna tloha.

Dikaz: Ukazeme, jak pomoci #3-SAT vyfesime #SAT.
Postupné nahradime kazdou disjunkci aspon 4 formuli

al\/az\/ag\/~~~\/ak
konjunkei s novou prvoformuli x
(arVasVa)A(—arVoz)A(maaV-z)A(meVag Ve -Vag).

Od transformace z kapitoly 7?7 se tato lis{ pridanim
konjunkece (—ay V —z) A (mag V ), zajistujici, aby hodnota
prvoformule x byla uréena jednoznacné. K zakonceni
dikazu je tieba si uvédomit, ze formule se celou konstrukei
prodlouzila konstanta—krat.

Véta 13.4 #k-klik, #k-nezdvislych mnozin, #(n-k) vr-
cholovych pokryti jsou #P-m-tplné iilohy.

Dukaz: Pocet nezévislych mnozin velikosti k je stejny jako
pocet vrcholovych pokryti velikosti n—k (doplnék konkrétni
NM je VP). Pocet nezavislych mnozin velikosti k je stejny
jako pocet klik velikosti k v grafu, kde hrany jsou nahrazeny
nehranami (tytéz mnoziny vrcholi).

Ukéazeme, jak pomoci #k-klik spocitat pocet feseni

3-SAT Jxq,...,2p0(x1,. .., 1), kde
p= /\(am Va2V a;s),
i=1

pro a; ; gace nebo negace prvoformulf z;.
Formuli ¢ muzeme forméalné prepsat do tvaru
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m
o= /\((am aio a;3) V(a1 aioma; 3)V
i=1
(a5 1752 a; 3) V (@ 17a; 27a; 3) V (a1 a0 a3 3)V

(mai1 ajoma;3) Vo (maiimag o a; 3)),

kde ,trojice* uvniti zavorek jsou logické souciny.

Vytvorime graf sklddajici se z m sedmic vrcholu a n
dvojic vrcholi, vrchol i—té sedmice je oznacen nékterou
Htrojici“ s prvnim indexem ¢. Vrcholy i-té dvojice jsou
oznaceny x; a —x;.

Dva vrcholy jsou spojeny hranou, pokud logicky soucin
jejich | trojic” neni tautologicky false.

Vidime, ze vrcholy uvniti sedmice nejsou spojeny hranou
a m + n—klice v uvedeném grafu jednoznacné odpovida
ohodnoceni prvoformuli, pro néz je ¢ = true.

Véta 13.5 #k-klik, #k-nezdvislych mnozin, #(n-k) vr-
cholovych pokryti jsou #P-m-tplné tilohy i v pripadé, kdy
vime, ze pro jakékoli vétsi k problém nema réseni.

Duikaz: Staci si uvédomit, ze v dikazu vznikaly transfor-
maci pouze grafy u nichz vime, ze pro vétsi k Gloha feseni
nema.

Véta 13.6 Spocitat pocet perfektnich parovani v bipartit-
nim grafu je #P-T-ipIna iiloha. (Ka#dy vrchol v pravé jed-
né vybrané hrané.)

Poznamka 13.3 Toto je prvni priklad, kde nalézt jedno ovéreni
je jednoduché, ale spocitat je vsechny je tézké. Predtim uvedené
priklady byly tézké uz jako rozhodovaci problémy.

(Nalézt teseni je jednoduchd aplikace algoritmu na toky
v celo¢fselnych sitich.)

Nez tuto vétu dokazeme, ukazeme si nékteré ji ekviva-
lentni Glohy.

Véta 13.7 Spocitat pocet moznych rozestaveni vézi na
predvyznacena policka Sachovnice tak, aby se vzajemné
neohrozovaly je #P-T-tuplna tiloha.

Véta 13.8 Spocitat pocet rozkladi orientovaného grafu na
cykly je #P-T-iiplna tloha.

Na obrazku 5 je ukazidna vzajemnéa korespondence mezi
parovanim, rozmistovanim vézi a rozkladem grafu na
cykly. (Jednic¢ky na mistech matice sousednosti bipartitniho
grafu (vrcholy jedné partity indexuji ¥4dky, vrcholy druhé
partity indexuji sloupce) oznacuji piipustnid policka na
polozeni vézi, tataz matice slouzi jako incidenéni matice
orientovaného grafu.)

Definice 13.1 Permanent matice A = (a; ;) typu n X n je
definovan predpisem

Perm A = Z ﬁaiyﬂ(i)

TES, 1=1

Permanent 0—1 matice je roven poctu moznych rozmis-
téni neohrozujicich se vézi na policka oznacena 1. Jin4, ekvi-
valentni formulace véty 13.6 je véta 13.9:

XX

®0
[e]

o |Ce

[e]
[ ]

C |0

[e]
[ )
O|0
o0l © [e]

[e] ®|0 [ J{e] ole
[ ) [e] [e]

3998

Obr. 5: Parovani, rozmistovani vézi a rozklad grafu na cykly

Véta 13.9 Spocitat permanent 0—1 matice je #P-T-tplna
tloha.

Dikaz véty 13.9 rozdélime do péti tvrzeni:
Lemma 13.10 Spocitat pocet rozkladi orientovaného gra-
fu na cykly délky vétsi nez 2 je #P-m-tuplna iiloha.

1

Lemma 13.11 Spocitat permanent matice s ¢isly —1, — 3,

0, %, 1 je #P-m-tézka uloha.
Lemma 13.12 Spocitat permanent matice s ¢isly —2, —1,
0, 1, 2 je #P-m-teézka tloha.

Lemma 13.13 Spocitat permanent celociselné matice mo-
dulo soucin polynomialné mnoha prvocisel z pocatecniho
tseku prvocisel je #P-m-tézka tloha.

Lemma 13.14 Spocitat permanent celociselné matice mo-
dulo ,,polynomialné velké* prvocislo je #P-T-tézka tloha.

Poznamka 13.4 Vsimnéte si, ze v diukazu lemmatu 13.14 se
nepouzivi transformace, ale redukce.

L0

A A

Obr. 6: Pfevod #VP na #orientovanych HK a na
Ftrozkladt na cykly delsi nez 2

Lemma 13.10 ma blizkou souvislost s nasledujici vétou.

Véta 13.15 Spocitat pocet Hamiltonovskych kruznic je
#P-m-tplna iiloha nezdvisle na tom, zda se jedna o ori-
entovany nebo neorientovany graf.
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Dikaz -13.15: V kapitole 7?7 je na obr. 7?7 uvedena kon-
strukce, jak vytvorit k danému grafu neorientovany . graf
cest“, v némz vybéru k—vrcholového pokryti (k— 1 vrcholo-
vé pokryti neexistuje) odpovida vybér cest. Vybrané cesty
miuzeme mnoha zptisoby spojit v hamiltonovskou kruznici.
Moznosti, jak vybrané cesty spojit do hamiltonovské kruz-
nice, je 28 1k!(k — 1)!. (Zafixujme jednu cestu, mame k!
poradi vybérti pomocnych vrchold, (k — 1)! poradi vybért
ostatnich cest a 2¥~! orientaci ostatnich cest.) Ze znalosti
poc¢tu Hamiltonovskych kruznic bychom uméli zjistit pocet
k—vrcholovych pokryti (vydélenim cislem 2%~ k!(k — 1)!).
Na obrazku 6 je naznacena konstrukce, jak vytvofit orien-
tovany ,graf cest, v némz vybéru k—vrcholového pokryti
(k — 1 vrcholové pokryti neexistuje) opét odpovid4 vybér
cest. Moznost{, jak vybrané cesty spojit v hamiltonovskou
kruznici, je nyn{ k!(k — 1)}, protoZze orientace je jiz jedno-
znacéné uréena. (Pocet vrcholovych pokryti ziskdme vydéle-

nim cislem k!(k — 1)) o

Dikaz -13.10: Pokud chceme uvedeny orientovany ,graf
cest” rozlozit na cykly delsi nez 2, je opét jednoznacna
korespondence mezi ,,vybranymi“ cestami a vybranym k—
vrcholovym pokrytim (pokud k& — 1 vrcholové pokryti
neexistuje). Moznosti, jak vybrané cesty doplnit na cykly, je
(k!)? (miizeme cestdm piitadit libovolné poradi vstupnich
a vystupnich pomocnych vrcholi). (Pocet vrcholovych
pokryti ziskdme vydélenim éislem (k!)2.) n|

Duikaz -13.11: Ukézeme, jak pomoci permanentu matice
s cisly —1, —%, 0, %, 1 pocitat pocet rozkladi orientovaného
ygrafu cest na cykly delsi nez 2.

Vezmeme si matici sousednosti ,grafu cest“ a nahradime
kazdou ,hranovou® podmatici (velikosti 4 x 4) podmatici

podle nize uvedeného schématu:

L0 0 D0 0
0 0 1 1 0 0 0 1 1 =10 0
..o 0 0 0 1 N %%%0
0100 1 0 00 0 0 1 0
0100 1 =1 0 0
S0 20 0 10

Je potieba si uvédomit, ze prislusny permanent odpovida
poctu rozkladti na cykly delsi nez 2. 5

Dikaz -13.12: Kdybychom uméli spocitat permanent
kazdé -2, -1, 0, 1, 2 — matice, uméli bychom permanent
matice s Cisly —1, —%, 0, %,
matice dvéma a vydélenim vysledku 27, kde n je rozmér

1 pocitat vynasobenim prvku

matice. n

Duikaz -13.13: Staci si uvédomit, ze celé ¢islo, na jehoz
binarni zapis nam staci polynomialné mnoho bit, muzeme
shora odhadnout souc¢inem polynomialné mnoha prvocisel
7 pocatecniho tiseku prvocisel. (Uréité jich staéf tolik, kolik
je bitt.)

Na spocitani celého &sla od —2% do 4+2% miizeme pouiit
modulérni aritmetiku modulo soucin ptislusnych prvocisel.

Mame spocitat ¢islo od —2"n! do 2"n!. Pritom 2"n! < 2™ .

n 3 . ",
.00 . LA logn < 97" Uméli bychom spoéitat
permanent -2, -1, 0, 1, 2 — matice.

Duikaz —13.14: Ukéazeme, jak spocitat permanent modulo

soucin polynomialné mnoho prvocisel z pocatecniho tseku

prvocisel redukeci na vypocet modulo jednotliva prvocisla.
Potiebujeme si uvédomit, ze n—té prvocislo je polyno-

miélné velké vuci n. To plyne z hustoty prvocisel logn. (Do

2 . . CTL2 e
n®je asl o > n prvocisel.)

Dale je treba si uvédomit, ze ze znalosti vysledku modulo
jednotliva prvocisla jsme schopni rychle spocitat vysledek
modulo jejich soucin. Pracujeme s aritmetikou potifebujici
polynomialni pocet bita!

Necht ¢ = ¢; (mod p;) a necht r;

(mod p;). Potom

g=> qi-ri[[p; (mod []p).

i

Nljwri =1

(K ovéreni vztahu staci zkontrolovat, ze

g = Z% Tk Hpj (mod p;),
i#h

protoze vektor modul jednotlivd prvocisla je jednoznacny.)

|

Duikaz -13.9: Ukazeme, jak pomoci permanentu z 0-
1 matice spocitat permanent matice s malymi celymi
nezapornymi ¢&isly (< p). Celkovy soucet cisel v matici je
nejvys pn?. Misto kazdého ¢éfsla k vétstho nez 1 vlozime k
Fadki a sloupct podle nésledujictho schématu (kde & = 3):

b 51 S9 83

b Y 0 0 0
. a --- 0 1 1 1 ...
. ; S| 0 1 1 0 0 0
. /o 0 1 0 1 0 0
s 0 1 0 0 1 0
0 0 0

Vytvoiili jsme 0-1 matici s nejvys n 4+ pn? fadky a sloupei,
jejiz permanent je stejny jako permanent pivodni matice.

|
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14 Duvéfuj, ale provéfuj (2. ervna 1998)

V této kapitole se budeme zabyvat jazyky, u kterych
je mozno (s dostatecnou pravdépodobnosti) pfesvédéit
ovérovatele pracujictho v polynomidlnim case o nélezeni
slova do jazyka. V pfipadé nenélezeni do jazyka na to
ovérovatel s dostatecnou pravdépodobnosti prijde.

Problémy ti{dy NP je moino jednoduse (pozitivné) od-
povédét, pokud ndm nékdo napovi hledané feseni. Pokud je
odpovéd negativni, nemtize ndm nikdo hledané reseni uké-
zat. Pro problémy tiidy NP tedy existuje jednoduchy pro-
tokol, v némz ovérovatel pracuje deterministicky v polyno-
mialnim case.

14.1 -TS a interaktivni protokoly

Mé-li ovérovatel dobry generdtor ndhodnych cisel, muze
provérit piislusnost k mnohem vétsim jazykim. V takovém
piipadé ale nemize mit stoprocentni jistotu.

Jednou moznosti protokolu je protokol mezi ,ovéfovate-
lem“ a jednim ,dokazovatelem®. Cilem ovérovatele je s do-
statecnou pravdépodobnosti odhalit jakykoli pfipadny pod-
vod podvadéjiciho dokazovatele. Podvadéjici dokazovatel si
miuze pamatovat cely protokol, proto ve skutecnosti neod-
povida na jednotlivé dotazy, ale jeho odpovéd muze byt
zavisld na celém pribéhu protokolu.

Vzhledem k tomu, ze ovérovatel ma pouze polynomialni
cas, jsou velikosti sprav vyménovanych mezi ovérovatelem
a dokazovatelem omezeny polynomem. Protoze ovérovatel
pouzivd nahodny generdtor, zajima nas pro kazdé slovo
w pravdépodobnost jeho piijeti P(O, D)(w). (Vysledek
vypoctu samoziejmé zavisi také na dokazovateli.)

Definice 14.1 Rikame, ze jazyk L mé interaktivni proto-
kol, piseme L € IP, pokud existuje ovérovatel O takovy,
7e

ADYwe L P(O,D)(w)>2/3

VDVw¢g L P(O,D)(w)<1/3.

Poznamka 14.1 Konstanty p, = 2/3,p. = 1/3 v definici IP
nejsou podstatné, dilezité je pouze to, ze p, > p.. Stejné
jako u t¥idy BPP jsme schopni pravdépodobnosti iterovanim
vylepsovat. Dokonce jsme schopni provést tuto ,iteraci“ tak, ze
se nezvysi pocet interakci mezi ovérovatelem a dokazovatelem.
V kazdé interakci mize byt totiz poslano ,paralelné“ nékolik
zprav. Muzeme proto iterovat® jakoby ,paralelné®.

Priklad 14.1 Pfikladem je protokol ovétujici, ze grafy Gy,
(1 nejsou izomorfni: Ovérovatel za i ndhodné zvoli bud 0
nebo 1, vytvori graf G ndhodnou permutaci vrcholu grafu
G; a zepta se dokazovatele, ktery z grafu Go, G je s grafem
G izomorfni. Pokud dokazovatel oznami graf GG;, ovétovatel
prijme.

Pokud jsou grafy G, G izomorfni, dokazovatel neméa
zéddnou moznost, jak zjistit volbu ¢éfsla 7. At odpovi jakkoli,
pravdépodobnost, Ze zvoli stejné i jako ovétovatel, je 1/2
(Va ¢ LVYDP(O,D)(x) < 1/2). Naopak dokazovatel,

ktery umi testovat izomorfismus, muze vidy v piipadé

neizomorfismu graft Gy, Gy urcit, ktery (jediny) z nich se

rovnd G (3DVYx € L P(O,D)(z) =1).

Poznamka 14.2 Tak jako u pravdépodobnostnich t¥id i zde
omezime moznost ndhodného vétveni v kazdém ndhodném stavu
ovérovatele na dvé vétve se stejnou pravdépodobnosti. Jiné
druhy vétveni (s konstantnimi pravdépodobnostmi) bychom
v nasem modelu mohli aproximovat. (Vzhledem k tomu, ze
mezi pravdépodobnosti prijeti a neprijeti je cely interval hodnot,
aproximac{ pouze tento interval zmensime.)

Jemnéjsim délenim tfidy IP je rozdéleni IP na tiidy
IP[f(n)], kde funkce f(n) udivad maximalni moiny pocet
interakci mezi ovéfovatelem a dokazovatelem. Neizomorfis-
mus graft pati¥f do t¥idy IP[2].

Podle piikladu protokolu na neizomorfismus grafu by se
mohlo zdat, ze dilezitym prvkem v protokolu je moznost
zatajeni ndhodného rozhodnuti ovérovatele. Této moznosti
je zabranéno v hrach Artuse s Merlinem.

Poznamka 14.3 Anglicky se pouzivd nézvu Arthur-Merlin
game/protocol. Podle mytologie byl Merlin radce krale Artuse,
proto spravny preklad je hra/protokol Artuse (nikoli Artura)
s Merlinem.

Definice 14.2 Rekneme, #e interaktivni protokol je
hra/protokol Artuse s Merlinem, pokud ovérovatel (Artus)
zasil4 vSéechny nahodné bity Merlinovi.

Definice 14.3 Tiida A M je t¥ida jazykt, pro néz existuje
interaktivn{ protokol, ktery je hrou Artuse s Merlinem.

Poznamka 14.4 Kdyz zde hovorfime o hre, mél bych upozor-
nit na to, ze obecné je vhodné pohlizet na interaktivni protokol
jako na hru mezi ovérovatelem a dokazovatelem. 7 tohoto tihlu
pohledu mizeme definovat optimalniho dokazovatele jako doka-
zovatele s nejlepsi strategii. Je to dokazovatel, ktery ovérovatele
presvédci o prislusnosti do jazyka s nejvétsi pravdépodobnos-
ti. Podle definice optimalni dokazovatel presvédci ovérovalete
s pravdépodobnosti vétsi nez 2/3, patif-li vstup do jazyka, a
s pravdépodobnosti mensi nez 1/3, pokud vstup do jazyka ne-
patri.

Obdobné jako pro ti{du IP definujeme tiidy AM/[f(n)]
omezenim A M na zdkladé poctu interakci mezi Artusem a
Merlinem.

Poznamka 14.5 Vzhledem k tomu, ze Artus oznamuje Merli-
novi véechna sva ndhodna rozhodnuti, nemusi mu jiz oznamovat
nic jiného. Merlin si ostatni mize dopocitat. (Zna Artusiv pro-
gram.) Odtud je jiz velmi maly kricek k charakterizaci AM ja-
ko tridy rozpoznavané v polynomiilnim case —TS ve smyslu
BPP.

Véta 14.1 A M je trida jazyki L rozpoznavanych —TS
v polynomidlnim Case, kde navic F(z) < e < %

Dikaz: Program Artuse je mozno prolozit existencnimi
stavy, které slouzi k vygenerovani odpovédi optimélniho
dokazovatele.
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Opacné, mame-li —TS, miuzeme z néj udélat protokol
tak, ze Merlin bude oznamovat, jak mé program pokracovat
v existencnich stavech, abychom meéli nejvétsi pravdépodob-
nost prijeti.

Véta 14.2 IP = AM.

Dukaz: Inkluze AM C IP plyne z toho, 7ze hry
Artuse s Merlinem jsou specialnim pfipadem interaktivnich
protokoli.

Necht I € IP. Necht O, je ovéfovatel, ktery toto garan-
tuje. Ozna¢me £(n) maximalni mozny pocet ndhodnych bi-
ta pouzitych ovérovatelem O na vstupy délky n. Zménime
protokol tak, ze novy ovérovatel Os pro vstup délky n vzdy
vygeneruje pravé £(n) ndhodnych biti a posle je dokazova-
teli na konci komunikace (timto uz nijak nebude ovlivnén
vysledek vypocétu). Dale zménime protokol tak, aby zprivy
vyménované mezi ovéfovatelem O- a dokazovatelem byly
pouze jednobitové (staci dosavadni protokol prolozit bity,
jimz nikdo nevénuje pozornost).

Vzhledem k tomu, 7e je moznych pravé 2¢) ndhodnych
prabéhu programu ovérovatele O, muzeme pravdépodob-
nost ptijeti popsat ve tvaru k’/QZ(”). Pribéh protokolu si
miuzeme predstavit jako strom moznych variant. V lichych
krocich ovétovatel nahodné vybira jednu ze dvou vétvi jak
pokracovat, v sudych krocich vybira pokracovani dokazo-
vatel. (Ovéfovatel v pribéhu protokolu vygeneruje pouze
£(n) ndhodnych biti, proto je jeho pokracovani ¢asto vynu-
cené.) Strom konéi v hloubce odpovidajici délce protokolu.
Nékteré listy jsou oznaceny jako pfijimaci.

Je-li stanovena strategie dokazovatele, dostavame pro
dany vstup strom ruznych vypoct, v némz jsou vétveni
pouze v lichych vrcholech (vétveni ovéfovatele). Vzhledem
k tomu, 7e je pravé 2°") nihodnych pribéhi programu
ovétovatele, méa tento strom ,dokazatelovy strategie® pravé
2407 listii.

Nyni muzeme popsat protokol ovétovatele Os. Nejdfive se
ovérovatel zeptd dokazovatele na pocet listi pfijimajiciho
podstromu (pro dany vstup w) dokazovatelovy strategie
(viaci Os). Jestlize odpovéd k(w) dokazovatele je nejvys
%2”'“’”, ovéfovatel Oz slovo w zamitne. Je-li k(w) vétsi
nez, %2”'“"), ovétovatel Os vybere cislo vétve rovnomérné
od 1 do k(w). A ovéF, ze i-t4 vétev dokazovatelem
uréeného podstromu vede do piijimajiciho listu (a také,
7e vétveni tohoto vypocétu odpovidd ndhodnym bitim
specifikovamym na konci protokolu). Pravdépodobnost
nalezeni vétve vedouci do pfijimaciho listu bude pak imérna
poméru poctu prijimacich vétvi uréeného podstromu ( <
< a(w)) viél velikosti k( ) tohoto podstromu. Pokud w €
€ L, pak dokazatel mize poslat k(w) = a(w) > %QZ(”)
a ovéfovatel p¥ijme s pravdépodobnosti 1. Pokud w ¢
¢ L, pak je pro libovolného dokazovatele a(w) < %QZ(”),
a tedy a(w)/(%?z(”)) < 1/2, takze pravdépodobnost ptijeti
je nejvys 1/2.

Jesté je treba ukazat, jak Oz rovnomérné vybere vétev
dokazatelem urcéeného podstromu. K tomu staci zeptat se
dokazovatele pred kazdym vétvenim, kolik vétvi podstromu
pokracuje ktergym smérem (pfitom Oz kontroluje, zda sou-
et odpovid4 poctu vétvi celého podstromu), a na zdkladé

nidhodného generatoru s pravdépodobnosti ve vzijemném
poméru poctu vétvi obou sméra urcit pokracovani. Vzhle-
dem k tomu, Ze jsou obecné potieba racionalni pravdépo-
dobnosti, je potfeba je aproximovat pravdépodobnostmi ty-
pu p/29. Kviili aproximaci se pravdépodobnost pFijeti slova
nepatficiho do I nepodstatné zvysi.

Na zavér dukazu je potfeba si uvédomit, ze ovéfovatel Og
miuze svd ndhodné rozhodnuti posilat dokazovateli, jedna se
tedy o protokol Artuse s Merlinem. I € AM. 5

7 moznosti deterministické simulace —TS pracujictho
v ¢ase t v prostoru O(t?) (viz véta 9.2) plyne:

Lemma 14.3 AM C PSpace
Véta 14.4 AM = PSpace

Nez ukézeme protokol Artuse s Merlinem piijimajici
pravdivé libovolné kvantifikované formule (tedy protokol
pro PSpace-plny problém), definujeme aritmetizaci for-
mule.

Definice 14.4 Necht (kvantifikovand) formule ¢ obsahuje
7 logickych spojek pouze konjunkce a disjunkce. Necht se
negace vyskytuji pouze u proménnych.

Indukci podle slozitosti takovychto formuli definujeme
aritmetizaci A(y) jakozto polynom ve volnych proménnych
formule podle néasledujicich pravidel:

A(Jze) = Yo Alw),
Vrp) = - Al®),

A(
Alpr Ap2) = Alpr) - Alpa),
Alp1 Vo) = A(pr)+ Alp2),
A(—z) = 1—-=z,

A(x) = z.

Lemma 14.5 Je-li pro formuli ¢ definovana aritmetizace,
pak touto aritmetizaci je polynom ve volnych proménnych
formule . Kazda proménna se v polynomu vyskytuje pouze
v mocnindch mensich nez 21¢!, kde znaci délku zapisu
formule. Soucet abso]lultm'ch hodnot koeficientii v polynomu
227

A(p) je mensi nei
Dikaz: Indukei podle slozitosti formule.

Lemma 14.6 Je-li pro uzavienou formuli definovana arit-
metizace, pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

1. Aritmetizace formule je nenulova.

2. Aritmetizace formule je kladna.

3. Formule je pravdiva.

Dikaz: Indukci podle slozitosti formule.

Abychom mohli pouzit aritmetizaci formule, pfevedeme
nejprve formuli do tvaru, v némz jsou vsechny logické
spojky nahrazeny pomoci konjunkei disjunkei a negaci, poté
prevedeme formuli do tvaru, kde se vyskytuji negace pouze
u proménnych.

Podle lemmat 14.5 a 14.6 staci k ovéfeni pravdivosti uza-
viené formule ¢ ovéfit, ze aritmetizace je ¢islo z intervalu

<1’22I¢I).
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Lemma 14.7 Necht A € <0,22N), pak A # 0 prdvé kdyz
existuje prvocislop € (2V,22V) takové, 7e A £ 0  (mod p).

Dikaz: Je-li A = 0, pak pro libovolné ¢islo p plati A = 0

(mod p).

Pokud A € (1, 22N), pak staci ukézat, ze soucin prvodcisel
z intervalu (2V,22V) nedéli A. To ale pii dostatecné
velkém N plyne z toho, Ze tento soucin je vétsi nez A.
Logaritmus ¢isla A je totiz nejvys 2V, Logaritmus kazdého
7 uvazovanych prvocisel je aspon N, a téchto prvocisel je
zhruba % vzhledem k tomu, ze hustota prvocisel
v okoli n je ﬁ Logaritmus souc¢inu uvazovanych prvocisel
bude vic nez 2V loge > 2V, m

Piedchozi lemma nam umoznuje zredukovat velikost
Cisel, jez je tfeba prendset protokolem z puvodnich cisel
s exponencidlné mmnoha bity na déisla s polynomialné
dlouhym zapisem. Stale ale neni mozné v polynomialnim
case preddvat aritmetizace podformuli, protoze se jedna
o polynomy exponencidlnich stupni. Redukovat stupné
polynomt mizeme tim, ze zvolime vhodny tvar formule .

Pro tcely této sekce definujeme ,vhodny* a ,vhodnépre-
nexni“ tvar formule a ,,vhodnokvantifikdtor dvojnika“.

Definice 14.5 Formule je ve vhodném tvaru, pravé kdyz
se v jejim zapisu pred poslednim vyskytem libovolné volné
proménné a mezi kvantifikaci a vyskytem libovolné vazané
proménné vyskytuje nejvys jeden vseobecny kvantifikitor.

Zavedeme zkratku D y;/y; misto zapisu 3y} ((v) Ays) V
V(=i A i) A

Zapisy V, 3 a D z;/ nazveme vhodnokvantifikdtory.

Formule ¢ je ve vhodnéprenexnim tvaru, pravé kdyz ¢ =
= Qiz1Qoxa ... Qrrgp(x1, 2a,. .., 21), kde Q; zastupuje
néktery ze vhodnokvantifikatoria a @ neobsahuje zadny
kvantifikator a ¢ je ve vhodném tvaru.

Lemma 14.8 Necht je pro formuli ¢ vhodného tvaru
definovana aritmetizace Potom je v aritmetizaci stupen
kazdé proménné mensi nez 2|¢p|.

Dikaz: Indukci podle slozitosti formule.

Pokud tedy ptevedeme uzavienou formuli do vhodného
tvaru, pak aritmetizace vsech podformuli budou polynomy
,malého“ stupné.

Lemma 14.9 Libovolnou formuli ¢ miizeme v polynomial-
nim ¢ase prevést na formuli 1) vhodného tvaru se stejnymi
volnymi proménnymi, nabyvajici stejnych hodnot.

Dukaz: Indukci podle slozitosti formule. Podle indukeé-
niho predpokladu nalezneme ; k podformuli ;. Jedi-
ny problém p¥indsi situace ¢ = Va1 (2, ¥1,Y2, Ys, - - - Yk),
kde y1, ...,y jsou volné proménné formule . Tento pri-
pad vytesime pridanim existenéné kvantifikovanych dvojni-
ki ¢ k proménnym y;, zajistime, aby se jednalo o dvoj-
niky a nahradime kazdy vyskyt proménné y; v pod-
formuli ¢, proménnou y;. Dostdvame tak formuli ¢ =
=Duyi/¥y Dy2/ys - Dyr/yp ¥1(2, 91,95, -, Y). Snad-
nym cvicenim je ovéfit, ze formule ) ma pozadované vlast-
nosti.

Postup dtikazu predchoziho lemmatu prevede uzavienou
formuli v prenexnim tvaru do vhodnéprenexniho tvaru.
Staci proto nalézt protokol pro vhodnéprenexni formule.

Dukaz: (Véty) Protokol dokazujici pravdivost uzaviené
vhodnéprenexni formule ¢ probéhne tak, ze dokazovatel
(Merlin) posle nejdiive prvoéislo 219l < p < 2214l pro néj
k= A(p) Z0 (mod p).

Existuje NP protokol dokazujici prvociselnost. Pro
nase 0Ocely ale staci, 7ze zndme BPP (dokonce co-R)
algoritmus ovéfovani prvociselnosti. Artus proto k ovéreni
prvociselnosti Merlina viitbec nepotiebuje.

Poté bude probihat protokol v aritmetice modulo p,
dokazujici k = A(y) (mod p).

Oznacme @1, @2, ..., @n podformule formule ¢ vznik-
1é postupnym odstranovanim jednotlivych kvantifikatoru.
Oznaéme p; (21, ...,2;) = A(pi)  (mod p).

Protokol bude probihat v n + 1 < |¢| fazich. V nulté
f4zi Merlin posle ¢islo k = pg = A(p). V i-té fizi Merlin
posle polynom ¢;(z;) = pi(a1,...,ai—1,2;), kde a; je ¢islo
nahodné zvolené Artusem na konci j—té faze protokolu.
Podle lemmatu 14.8 je ¢;(2;) polynom stupné méné nez
2|¢|. Artus tuto skutecnost zkontroluje. Artus dale podle
typu vhodnokvantifikdtoru, jemuz odstranény kvantifikator
odpovidal, porovna ¢;_1(a;—1) bud s vyrazem ¢;(0) - ¢;(1)
v piipadé V, nebo s vyrazem ¢;(0) + ¢;(1) v pFipadé 3 a
nebo s vyrazem (1 — @;)¢;(0) + a;¢:(1) v pfipadé Dx;/.
Na konci i-té fdze Artus zvoli ndhodné cislo a; (kazdé
s pravdépodobnosti %) Hodnotu pp(ai,...,a,) (mod p)
dokaze spocitat Artus sdm. Pokud v pribéhu provadéni
protokolu Artus neobjevi zZaddnou nesrovnalost, pak vstup
© pfijme.

V kazdé fazi protokolu jsou preddvany polynomy stupné
mensiho nez 2|p| v nejvys 2|p|-bitové aritmetice. Na komu-
nikaci mezi Artusem a Merlinem nam proto staci polyno-
midlni{ cas v |p].

Pokud skutecné k = A(yp), pak pravé popsany Merlin
presvédéi Artuse s pravdépodobnosti 1. (Aritmetizaci
Dafy o(y) = y((& Ay) V(=2 A —y)) Ap(y) odpovidd
S oy + (1= 2)(1 - ) Al)y) = (1 — 2)A(p)(0) +
T (1))

Pokud k # A(p), necht je i éislo faze, v ni7 se naposledy
qM(z;) posilané Merlinem neshoduje s ¢;(z;) které by mél
Merlin poslat kdyby postupoval podle definice v protokolu.
Pokud Artus nenalezl nesrovnalost pri kontrole g¢;(a;),
potom vzhledem k tomu, ze ¢;41(0) = q%_l(O) agq1(l) =
= q%_l(l) je a; koren nenulového polynomu ¢; — ¢M stupné
mensiho nez 2|p|. Pravdépodobnost, ze se Artus v i—té
fazi trefi do kofene polynomu ¢; — ¢M je mensi nez el
Pravdépodobnost, ze existuje faze, v niz se Artus trefi
do kotene piislugného polynomu je mensi nez (n+1)- % <

2el?
< 30T

prijeti nepravdivé formule ¢ miziva.

. Proto pro libovolného Merlina je pravdépodobnost

14.2 MIP, ordkulum jako dokazovatel

Jinou moznosti protokolu je protokol mezi ,ovéfovatelem®
a vice nezavislymi ,,dokazovateli“. Dokazovatelé nemohou
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navzdjem komunikovat. Maji dohodnutou strategii, ale
znaji pouze pribéh své komunikace s ovérovatelem. D&
se ukazat, ze na poctu dokazovateli nezalezi, ze staci,
kdyz jsou dva. V takovém piipadé dokazovatelé neznaji
celou historii protokolu, ¢imz je témér vynuceno, aby
dokazovatelé na konkrétni dotaz odpovidali vzdy vsichni
stejné, protoze nemohou tusit, zda tentyz dotaz nebude pro
kontrolu polozen jinému dokazovateli.

Jednou z moznych definic tfidy MIP je nasledujici
definice:

Definice 14.6 MIP je tiida jazykt L, pro néz existuje
ovérovatel O —TS s orakulem, pracujici v polynomialnim
case, kde

AD, DjeordkulumVwe L P(O,w)(D)>2/3

Vordkulum DVw & L P(O,w)(D) < 1/3.

Poznamka 14.6 Zatajovani informace je zajisténo tim, ze
ordkulum neni funkce zavislA na pribéhu vypoctu, tedy ani
na ndhodném generatoru ovérovatele.

nez zatajovani nahodnych rozhodnuti ovérovatele ukazuje
nasledujici véta, kterou uvadim bez dikazu. Dukaz je
mozno nalézt v literature.

Véta 14.10 MIP = NEzPTime
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15 Booleovské obvody, P/poly, Paralelismus (28. kvétna 1998)

V této kapitole se budeme vénovat booleovskym obvodim
— vypocetnimu modelu, ktery lze s nasim ,sekvenénim
modelem® porovnavat jen velmi tézce.

Prvnim problémem je, ze kazdy booleovsky obvod je
urcen pouze pro vstupy pevné velikosti. K vytseseni tohoto
problému jsou vhodné ,réddcovské funkce®.

Jiny problém tkvi v jiném zpusobu méfeni slozitosti.
U booleovskych obvodi je rozumné méfit velikost pripadné
hloubku obvodu. Ukézeme, jak ,narust velikosti obvodu*®
pro dany jazyk souvisi s casem Turingova stroje, a jak ,na-
rist hloubek obvodi“ souvisi s prostorem Turingova stroje.
Posledni tvrzeni je velmi podobné , Paralelni tezi“, vzhle-
dem k tomu, ze hloubka booleovského obvodu odpovidé ¢a-
su v tomto paralelnim modelu vypoctu.

Definice 15.1 Booleovsky obvod je acyklicky orientovany
graf. Vrcholy s nenulovym vstupnim stupném jsou nazyva-
ny hradla a jsou oznaceny V, A nebo — s tim, ze piislusné
vrcholy musi mit vstupni stupen po fadé 2, 2, 1. Ostat-
n{ vrcholy (se vstupnim stupném 0) jsou nazyvany vstupy
obvodu. Ze vstupi jsou dva specialni, jeden mé vyhraze-
nu hodnotu 1(true), druhy hodnotu 0(false). Ostatn{ vstupy
jsou nazyvany promeénné obvodu. Proménné jsou ocislova-
ny.

Funkce f : V — {0,1} je ohodnocenim Booleovské-
ho obvodu pokud se ohodnoceni libovolného hradla sho-
duje s funkci naznacenou oznacenim hradla aplikovanou
na ohodnoceni vrcholi, z nichz vede hrana do daného hrad-
la.

Poznamka 15.1 Vétsinou nés ani nezajima ohodnoceni vsech
hradel Booleovského obvodu, ale pouze ohodnoceni jediného
,vystupniho* hradla.

Je-li n pocet proménnych takového obvodu O, pak definujeme
jazyk Lo C {0,1}" pfijimany obvodem, tak, ze = =
= x182...2n € Lo pravé kdyz je vystupni hradlo obvodu O

pro proménné zi, 2, ..., £» ochodnoceno true.

Definice 15.2 Necht L je jazyk nad abecedou {0,1}.
Oznaé¢me e (n) velikost (pocet hradel) nejmenstho Boo-
leovského obvodu pfijimajiciho jazyk L N{0,1}". Obdobné
ozna¢me dr,(n) hloubku (pocet hran nejdelsi cesty) nejmél-
¢tho obvodu prijimajictho jazyk L N {0, 1}".

Poznamka 15.2 Nemusi existovat obvod prijimajici L N
N {0,1}", pro né&jz by byla zarovenn velikost cr(n) a hloubka

dr(n).

CVP je problém, ktery rozhodne, zda dany booleovsky
obvod piijimé pro zadané ohodnoceni proménnych. Boo-
leovsky obvod je zadavan ve standardizovaném tvaru. Tim-
to tvarem je popis obvodu v topologickém potadi hradel,
s tim, ze posledni hradlo je hradlem vystupnim. V popisu
jsou zahrnuta hradla (kromé vstupnich), pro kazdé hradlo
h je uveden typ a ¢islo hradla h a ¢isla hradel z nichz ve-
dou vstupni hrany do hradla h. (Hradla proménnych jsou
c¢islovana od jedné, konstanté false odpovida hradlo s ¢islem
0, konstanté true odpovida hradlo s ¢islem -1. Cisla hradel
odpovidaji jejich topologickému poradi.)

Cvicéeni 15.1 Dokazte, Ze vyhodnotit dany booleovsky
obvod velikosti ¢ pomoci Turingova stroje je mozno v case
M) (Neboli CVP € P).

Dokazte, ze vyhodnotit dany booleovsky obvod hloubky
d s jedinym stokem pomoci Turingova stroje je mozno
v prostoru O(d?). (Stok ...hradlo bez vystupnich hran.)

15.1 RAadcovské funkce

Funkce N — ¥* budeme nazyvat rddcovské funkce. Necht
log jsou rddcovské funkee, kde |f(n)| € O(logn). Necht poly
jsou réadeovské funkee, kde |f(n)] € n®™).

Definice 15.3 Necht C je tiida jazyka a F tiida rddcov-
skych funkci. T¥ida C/F je ti{da jazykd, kde B € C/F <
< 3IAeC, fe Ftak ze B={x]|(z, f(|z])) € A}.

Poznamka 15.3 Evidentné P C P/log C P/poly.

15.2 Velikost booleovskych obvodu

Vé&ta 15.1 Necht L C {0,1}*. Pokud deterministicky
Jednopdskovy TS prijima jazyk L v ase t(n) a prostoru
s(n), pak cp(n) € O(s(n)t(n))

A VIV 4

ALY

Obr. 7: Nahrazen{ Turingova stroje Booleovskym obvodem

Dikaz: Turinguv stroj nejdfive pfevedeme na stroj s jed-
nostrané (doprava) nekonecnou péskou a s jednoznacnou
koncovou konfiguraci, konc¢ici na zacatku pasky ve stavu
qf. V této konfiguraci Turingiliv stroj setrvava.

Potom na zékladé prechodové funkce vytvorime ,zaklad-
ni obvod“, ktery bude mit jako vstup symbol pasky (nékolik
bitid) a stav TS (nékolik bitd). Kédovani stavu TS je tako-
vé, ze radny stav neni kbdovan samymi nulami a pouze kéd
stavu ¢y obsahuje jednicku v nejlevéjsim bitu. Vystupem
zakladniho obvodu bude symbol pasky a trojice stavi od-
povidajici tfem moznym posunum hlavy po pasce. Je-li sta-
vovy vstup zakladniho obvodu nulovy, jsou véechny stavové
vystupy nulové a symbolovy vystup je kopii symbolového
vstupu. Je-li stavovy vstup zdkladniho obvodu nenulovy, je
praveé jeden stavovy vystup nenulovy a spoleéné se symbo-
lovym vystupem vse odpovida prechodové funkei.

Meziobvod mé tFi stavové vstupy a jediny stavovy vystup.
Tento vystup je vytvoren bitovym or vstupi.
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Rozsiteny obvod napojuje zakladni obvod za meziobvod.
Rozsiteny obvod ma tedy ti1 stavové vstupy a vystupy a
jeden symbolovy vstup a vystup.

Booleovsky obvod, piijimajici L N {0,1}", vytoFime
pomoci jedné fady po s(n) zdkladnich obvodech a z t(n)
fad po s(n) rozsitenych obvodech. Vstupy meziobvodi jsou
odpovidajici vystupy tFi zakladnich obvodi pfedchozi fady.
Vyjimkou jsou krajni obvody, kde jsou pro dva vstupy
pouzity dva vystupy krajntho obvodu predchozi tady.
(Nestandardné napojené vstupy jsou vidy ohodnoceny
nulou). Vstupy i-té fady zdkladnich obvodi odpovidaji
konfiguraci Turingova stroje pred i—tym krokem vypoctu.
Turingiv stroj je po t(n) krocich vypocétu v koncové
konfiguraci, prévé kdyz nejlevéjsi bit stavového vstupu
nejlevéjsiho zékladniho obvodu posledni fady je roven jedné.

|

Dusledek 15.1.1 Pokud deterministicky TS prijima jazyk
L C{0,1}* v dase t(n), pak cr(n) € O(t3(n)).

Dikaz: Deterministicky Turingtv stroj pracujici v case
t(n) mizeme simulovat deterministickym jednopdskovym
Turingovym strojem v case O(t%(n)) a prostoru O(t(n)).
|

Cviceni 15.2 Zamyslete se nad tim, zda by neslo obvod
zmens$it. Pokuste se vynechat podobvody, které daleko
od hlavy pouze kopiruji obsah péasky. Pokuste se tak
jako pfi dvoupéskové simulaci posouvat pasky misto hlav
jednotlivych pasek — tim se také usetti narast kvili redukei
na jednopéaskovy stroj.

V&ta 15.2 Necht L je jazyk nad abecedou {0,1}. Pak
er(n) € n°M) & L € P/poly.

Dukaz: Necht L € P/poly. Existuje tedy B € Pa f € poly
tak, 7e L = {x | (#, f(|#])) € B}. Necht TS M pFijima
B v ¢ase p(n). Podle disledku 15.1.1 existuje Booleovsky
obvod velikosti  O(p3(|(z, f(|z]))])) vyhodnocujici B N
N {0, 1= LA2D Vytvorit ze vstupu z vstup (x, f(|2]))
je pro f € poly mozno obvodem polynomiélni velikosti.
Slozenim téchto obvodu ziskame polynomialné velky obvod
pro LN {0,1}".

Ma-li naopak I polynomialné velké obvody, pak staci
za f(n) volit popis nékterého nejmenstho obvodu pro vstupy
velikosti n. Vyhodnoceni Booleovského obvodu je totiz
problém z P. 5

Pozndmka 15.4 Jinou charakterizaci tridy P/poly, kterou
uvadime bez dikazu je P/poly =] #qra P(S5)-

Poznamka 15.5 Bez dikazu uvAdime také charakterizaci tridy
P/log pomoci posloupnosti booleovskych obvodt. Jazyk L
patif do P/log pokud existuje posloupnost BO(i) booleovskych
obvodt, kde L N {0,1}" je rozpoznivan nékterym z prvnich
n°®  obvodt. Navic musi byt -ty obvod moZno spocitat
v polynomidlnim ¢ase v i (a protoze O = (2'”)0(1) =
= 290D dostavame BO € DExtF).
Radcovské funkce poskytuje index vhodného obvodu.

Na zavér sekce pouzijeme ,pocetni diagonalni metodu®
k dikazu existence jazyka v ExpSpace\ P/poly.

Vé&ta 15.3 Existuje jazyk L nad abecedou {0,1} patfict
do ExzpSpace\ P/poly.

Dukaz: Pro dané n zkonstruujeme jazyk L, = LN{0, 1}".
Jazyk L pak definujeme jakozto sjednoceni takovychto L.

Ocislujeme vsechna slova délky n. Oznacime je zq, ...,
zon. Definujeme postupné jazyky § = Ag C Ay C Ay C
C -+ C Agn = L,,. Vidy postupujeme tak, aby Ag\ Ax_1 C
C {=zr}. Slovo z ptiddme do Ag, pravé kdyz méné nez
polovina z obvodi velikosti nejvys n'°8” pijimajicich z1,

.., ¥ _1 ve shodé s Ag_q prijima xy.

Obvodii velikosti n!°8” Nejvys
polovina z nich pfijimé x; ve shodé s A;. Nejvys polovina
z nich pFijiméa i z» ve shodé s A ...Nejvys 2*-tina obvodi
, ¢ ve shodé s Ag. Obvoda pfijimajicich
20(;12“) = o(1). Pro dostatecéné velké
n neexistuje obvod velikosti nejvys nl°8”
Libovolny polynom je od uréitého n mensf nez n'°8” | proto
neexistuji polynomialné velké obvody pro L.

K ukoncéeni dukazu potiebujeme ukazat, ze L €
€ FxpSpace. K rozhodnuti, zda x; € L, potfebujeme
udrzovat mnoziny A; postupné pro 7 < k. K tomu sta-
¢t prostor velikosti O(k) = O(2"). K simulaci jednotlivych
obvodi velikosti n'°8 ™ potfebujeme prostor n'°8™ na jednot-
livé obvody. Navic potiebujeme dvé pocitadla (dosud vyho-
vujici obvody, obvody vyhovujici i pro z;). Tato pocitadla

je nejvys 20(n'%")

prijima x4, ...
L, = Aon je nejvys
prijimajici L,.

jsou do ¢isel velikosti 20(”10gn), sta¢i ndm na né prostor
O(n'°8"). Celkem potiebujeme prostor O(n'°8™). 0

15.3 Hloubka booleovskych obvodu

Lemma 15.4 Spoditat skaldrni soucin () ;_, z;y;) dvou
vektorii délky n nad mnozinou {0,1} je moZno obvodem

hloubky 1+ [logn].

Duikaz: Souciny x;y; spocitdme A hradly, tato hradla
pospojujeme binarnim stromem s hradly V. Kofen stromu
Je hradlo vydévajici pozadovany vysledek.

Lemma 15.5 Spocitat soucin dvou matic rozméru n X n
nad mnozinou {0, 1} je moZno obvodem hloubky 1+ [logn].

Dukaz: Kazdy z n? vystupi je skalarni soudin dvou
vektorit délky n. Ty miizeme spocitat (paralelng) podle
predchoziho lemmatu. 5

Lemma 15.6 Spocitat tranzitivni (reflexivné tranzitivni)
uzavér matice M rozméru n x n (nad mnoZinou {0,1}) je
moz#no obvodem hloubky O(log” n).

Dikaz: V Gvodu do slozitosti jsme zjistili, ze reflexivné
tranzitivni uzavér matice M muzeme spocitat podle vzorce
M* = (M + E)® kde k > n a F je jednotkovad matice.
Tranzitivni uzévér miizeme spocitat podle vzorce M+ =
= M x M*. Booleovsky obvod vytvofime spojenim za sebe
[logn] obvodi umochujicich matici na druhou. Podle
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predchoziho lemmatu maji tyto obvody hloubku O(logn).
Na prvni firovni misto vstupt M} pouzijeme vstup 1,
takze prvni umocnovan{ pouziva matici M + E. Vysledek
je Mm2E = e Vynéasobeni vysledku matici M pfida
hloubku O(logn).

Vé&ta 15.7 Necht L C {0,1}*, necht nedeterministicky
Turinguv stroj M prijima I v prostoru s(n) > logn. Pak
di(n) € O((n)).

Dtikaz: Pretvorime nejprve stroj M na stroj M’, prijima-
jici tentyz jazyk se stejnymi prostorovymi néaroky, ktery
ma jednoznacnou piijimaci konfiguraci (pfepise obsah je-
diné pracovni pasky nulama, vrati se na zacatek a prejde
do koncového stavu g¢y).

Stro] M’ dany vstup z prijme, pravé kdyz je koncovéa
konfigurace dosazitelna z pocatecni konfigurace. Jinymi
slovy, M’ pFijme vstup z, jestlize v reflexivné tranzitivnim
uzavéru matice incidence grafu konfiguraci stroje M’ pro
vstup x je jednicka v Ffadku odpovidajicimu pocatecni
konfiguraci a sloupci odpovidajicimu koncové konfiguraci.

Pocet konfiguraci stroje M’ je pro dany vstup délky
n roven n - 206() = 200(n)  Proto spocitat tranzi-
tivni uzavér takto velké matice umime obvodem hloubky
O(10g?(20¢(™))) = O(5*(n)).

Zbyvé st uvédomit, jak hluboky obvod potiebujeme k vy-
generovani matice sousednosti grafu konfiguraci odpovida-
jicich vstupu . Avsak to, zda konfigurace § mtze pfi vy-
poctu ihned néasledovat po konfiguraci «, nemuze zaviset
na jinych bitech vstupu, nez na bitu z;, na némz je hlava
v konfiguraci a. V matici incidence je proto vsude v fadku
a bud 0, 1, ; nebo —x;. K vypoctu matice incidence ndm
tedy staci obvod hloubky 1. 4

15.4 Paralelismus

Tato skripta nejsou vénovana paralelni slozitosti. 7 této
oblasti zde uvadime pouze paralelni tezi a ,definici“ t¥id
NC' a tiidy NC.

Paralelni teze tvrdi, Ze je polynomialni zavislost mezi
sekvencnim prostorem a paralelnim casem.

Tato teze plati, pokud za paralelni model vypoctu
vezmeme booleovské obvody.

Definice paralelni tiidy nemize byt pfilis korektni pokud
nedefinujeme paralelni vypocetni model. V takovém modelu
je potieba definovat zpusob komunikace mezi jednotlivymi
wprocesory“. To mize znamenat definici zptsobu sdileni
spoleénych dat (pokud takovi data existujf), pFipadné
definici topologie komunikacni sité. Také musi byt definovan
zpusob zadavani vstupu.

Tiidy NC' jsou definovany jako tiidy jazyki piijimanych
paralelné pomoci polynomialné mnoha procesorti v case
O(log' n), kde n je velikost vstupu. Blizs{ podrobnosti
vypocetnitho modelu bohuzel neznam.

Tiida NC je sjednocenim vsech t¥id NC'.
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16 P-m-log-tiplnost (28. kvétna 1998)

Dosud jsme se zabyvali tiidami slozitosti, kde polynomiélni
predvypocet nemél vliv na piislusnost do t¥idy. Pokud se
ale chceme hloubéji zabyvat strukturou t¥idy P, potiebu-
jeme ,méné narocné“ transformace. Vhodnou transformaci
je transformace s logaritmickym pracovnim prostorem. Bu-
deme j1 zkricené nazyvat m — log preveditelnost.

Na rozdil od skladani ¢asovych polynomiélnich transfor-
maci zde neni trividlné vidét, pro¢ by méla byt slozena
transformace stéle jesté v logaritmickém meziprostoru.

Véta 16.1 (Tranzitivita prevoditelnosti) Je-li problém A
m — log preveditelny na problém B a problém B m —
—log preveditelny na problém C', pak je problém A m —log
preveditelny na problém C'.

Dukaz: Necht stroj M; transformuje zadani problému A
na zadani problému B v logaritmickém prostoru. Obdobné
necht stroj My
zadani problému C' v logaritmickém prostoru. Transformace

transformuje zadéni problému B na

problému A na problém C' bude slozenim transformaci
stroji My a M.

Jedinou komplikaci je, ze nemuzeme vygenerovat zadani
problému B, protoze bychom tim popsali pfilis mnoho
pracovniho prostoru.

Resenim je simulovat stroj Mo s tim, ze si misto celé
Lvstupni® pasky pamatujeme pouze ,,pozici vstupni hlavy*
(¢islo) a ,cteny symbol“ na pésce pod hlavou.

Kdykoli  potfebujeme posunout hlavu  stroje
Ms na ,vstupni pésce, pozménime ,pozici vstupni hla-
vy“ a spustime od zacatku podvypocet stroje M. V tomto
vypoctu nezapisujeme na vystupni pasku, ale pouze evidu-
jeme ,pozici vystupni hlavy“. Je-li ,pozice vystupni hlavy*
stroje My shodné s ,pozici vstupni hlavy® stroje Ms, pak
evidujeme symbol zapisovany na vystupni pasku. Na kon-
ci simulace stroje My pouzijeme symbol naposledy zapsany
na danou pozici vystupni pasky.

Pracovni prostor stroje M7 je podle predpokladu nejvys
O(logn) pro vstup velikosti n. Poéet konfiguraci stroje M;
je tedy nejvys n - 200087) = pOM) tedy vysledné slovo
(jazyka B) méa délku nejvys n®(). Na , pozice® potiebujeme
tedy prostor logn®() = O(logn). Pracovni prostor stroje
Ms je podle ptedpokladu O(logm), kde m je velikost
vstupu, v nasem pifpadé tedy O(logn®M)) = O(logn).
Celkovy pracovni prostor je souctem téchto pracovnich
prostori, tedy O(logn).

Cviceni 16.1 Mnohé z transformaci zminénych v pfednés-
ce Uvod do slozitosti a NP-tiplnosti bylo mozno provést
v logaritmickém prostoru. Které?

16.1

Véta 16.2 (CVP) Vyhodnoceni Booleovského obvodu je
P — m —log tplny problém.

Priklady P-m-log Gplnych problémi

Dukaz: Konstrukci z minulé kapitoly je mozno provést s lo-
garitmickym pracovnim prostorem. (Musime si pamatovat
pouze Fadek a sloupec.)

Véta 16.3 Zjistit, zda dany vrchol patfi do lexikograficky
minimalni mnoziny mezi v inkluzi maximalnimi nezavislymi
mnozinami grafu, je P — m — log uplny problém.

Dukaz: Ukazeme logaritmickou transformaci z problému
CVP: Oznacme M lexikograficky minimalni mnozinu mezi
v inkluzi maximalnimi nezavislymi mnozinami vysledného
grafu. Necht dany Booleovsky obvod m4 n hradel. Vytvo-
fime graf s n dvojicemi vrcholu tak, ze jak M tak kazda
v inkluz maximalni nezavisla mnozina bude obsahovat pra-
vé jeden vrchol z kazdé dvojice.
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Obr. 8: Prevod CVP na lexmin z maximalnich v inkluzi
nezavislych mnozin

Jeden vrchol kazdé dvojice budeme znacit c¢erné, druhy
vrhcol budeme znacit bile. Pravdivému ohodnoceni k-tého
hradla bude odpovidat situace, kdy do M pat#i bily vrchol
k—té dvojice. Vrcholy k—té dvojice budou ocislovany cisly
2k—1, 2k. To, zda vétsi ¢islo dostane bily nebo ¢erny vrchol,
zévisi na druhu k-tého hradla. ,Simulace“ jednotlivych
hradel je zobrazena na obrazku 8.

K provedeni transformace potfebujeme pocitadlo na za-
znamenani k. Navic vzdy, kdyz navazujeme na vystup i—
tého hradla, musime zjistit druh tohoto hradla, abychom
védéh, které cislo dostal cerny a které bily vrchol. K tomu
nam staci prostor O(logn).

Véta 16.4 Zjistit, zda dany vrchol patfi do lexikograficky
minimalni cesty mezi v inkluzi maximalnimi cestami
v orientovaném grafu je P — m — log uplny problém.

Dikaz: Opét ukdzeme logaritmickou transformaci z pro-
blému CVP. Oznacme C' lexikograficky minimalni ces-
tu mezi1 v inkluzi maximalnimi cestami vysledného grafu.
Necht dany Booleovsky obvod mé n hradel. Vytvotime graf
na O(n?) vrcholech.

Tento graf vznikne jako orientované cesta, na niz bude
za kazdé hradlo ,rozdvojeni“. Pravdivému ohodnoceni k—
tého hradla bude odpovidat situace, kdy C prochazi celou
horni cestou v k—tém rozdvojeni.

Vrcholy cest k-tého rozdvojeni jsou ocislovany cisly
7 intervalu <k(8n + 4),(k + 1)(8n + 4)) Hyoimulace®
jednotlivych hradel je zobrazena na obrazku 9.

K provedeni transformace potfebujeme pocitadlo na za-
znamenani k, dale potfebujeme pocitat c¢isla vrcholu vystu-
pu i~tého hradla. K tomu nadm staci prostor O(logn).
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Symbol #/ znamené j-ty ,vstup® horni cesty i-té rozdvojky.
Obdobné ¢; znaci j-ty ,vstup® dolni cesty i-té rozdvojky.
Graf v dolnf ¢asti odpovida obvodu (4,1,2,A), (5,4, —, ),
(6,3,5,V) pro vstup (0,1,1).

Obr. 9: Pfevod CVP na lexmin z v inkluzi maximalnich

cest v orientovaném grafu

Cvicdeni 16.2 Zjisit, zda dany vrchol patii do lexikogra-
ficky minimalni cesty mezi v inkluzi maximalnimi cestami
v neorientovaném grafu, je P — m — log Gplny problém.
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